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两种伪距单点定位模型最小二乘解的等价性证明

吕汉峰，吴　杰，张　良
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：针对伪距单点定位解算中存在的两种定位模型的最小二乘解，给出了它们关于位置估计和定位
精度等价性的推证过程。描述了伪距单点定位所采用的基本定位模型和单差定位模型，依据伪距观测值精

度和单差基准分三种情况分别证明了两种模型的位置最小二乘解和定位精度是等价的，通过实测数据的定

位解算验证了两种模型的等价性，并比较了两种模型的最小二乘算法的效率。

关键词：伪距单点定位；伪距单差；最小二乘方法；卫星导航

中图分类号：Ｐ２２８．１　　文献标志码：Ａ　　 文章编号：１００１－２４８６（２０１４）０１－００３４－０７

Ｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｐｒｏｖｅｏｆｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒ
ｔｗｏｓｉｎｇｌｅｐｏｉｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇｍｏｄｅｌｓ

ＬＶＨａｎｆｅｎｇ，ＷＵＪｉｅ，ＺＨＡＮＧＬｉａｎｇ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＡｅｒｏｓｐａｃｅＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｆｏｒｔｈｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｗｏｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇｍｏｄｅｌｓｉｎｓｉｎｇｌｅｐｏｉｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｐｒｏｖｉｎｇｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｎｄ

ｉｔｓｐｒｅｃｉｓｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎ．Ｔｈｅｂａｓｉｃｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇｍｏｄｅｌａｎｄｓｉｎｇｌｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇｍｏｄｅｌｗｅｒｅｄｅｓｃｒｉｂｅｄｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｔｈｅｎｔｈｅｓｉｎｇｌｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇｍｏｄｅｌｗａｓａｒｒａｎｇｅｄｉｎｔｏｔｈｒｅｅｃａｓｅｓ，ａｎｄｔｈｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅａｃｈｃａｓｅｗａｓｐｒｏｖｅｄｅｑｕａｌｔｏｔｈａｔｏｆｂａｓｉｃｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇｍｏｄｅｌ．

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｏｆｔｈｅｔｗｏｍｏｄｅｌｓｗａｓｐｒｏｖｅｄｂｙｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｄａｔａ，ａｎｄｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｆｏｒｔｈｅｔｗｏ

ｍｏｄｅｌｓｗａｓｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｅａｃｈｏｔｈｅｒ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓｉｎｇｌｅｐｏｉｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎ；ｓｉｎｇｌｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｄｐｓｅｕｄｏｒａｎｇｅ；ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ；ＧＮＳＳ

　　卫星导航相对于其他导航技术有其独特的优
势，如用户端设备简单、导航稳定性好、无区域限

制等。目前已有的ＧＮＳＳ系统已经在各个行业发
挥着重要的作用［１－４］。用于卫星导航定位的信息

有两种：伪距和载波相位。基于载波相位的定位

精度比较高，但其算法复杂，需要进行整周模糊度

解算和周跳检测，并且对接收机硬件要求高；基于

伪距的定位精度相对较差，但可以满足多数的应

用需求，并且其计算简单，可用性好，成本低［３－４］。

因此研究伪距定位技术仍然具有重要意义。

采用伪距进行定位时一般将接收机的钟差也

作为未知参数进行求解，但对于用户来说接收机

钟差是非必需的，因此出现了伪距差分定位。

但是在进行伪距差分定位时，差分基准的不

同是否会对定位结果和定位精度产生影响尚未见

文献进行分析，而这种影响决定了伪距单点定位

所采用的策略。对于多模接收机来说，由于可接

收到不同精度的伪距，如果差分基准会影响到定

位结果，那么这种影响分析就显得尤为重要，因此

本文的研究具有重要意义。

考虑对不同精度伪距进行伪距差分定位时，

差分基准选择的不同可能会对定位结果产生影

响，本文分别分析了基本伪距定位的精度、同精度

伪距差分定位的精度和不同精度伪距差分定位的

精度，同时证明了它们的等价性，并对它们算法的

效率也进行了简单的比较。

１　伪距单点定位模型

为描述简便，在这里将直接把位置和接收机

钟差作为未知参量的模型称为基本定位模型

（ＢａｓｉｃＰｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇＭｏｄｅｌ，ＢＰＭ），将利用伪距单差
消除接收机钟差而仅把位置作为未知参量的模型

称为单差定位模型（ＳｉｎｇｌｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＰｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ
Ｍｏｄｅｌ，ＤＰＭ）。

１．１　基本定位模型

记第ｉ颗卫星的位置矢量为ｒｉ，与其对应的
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修正后的伪距观测值为 ρｉ（已经过卫星钟差、电
离层误差、对流层误差等修正），接收天线电气相

位中心的位置矢量为 ｒ，接收机钟差为 δｔ，则伪距
观测方程［５］可表示如下：

ρｉ＝ ｒ－ｒｉ ＋ｃ·δｔ＋εｉ （１）
其中，ｃ表示光速，εｉ表示均值为 ０、方差为

σｉ的随机噪声，且σｉ与σｊ（ｉ≠ｊ）相互独立。
对式（１）进行线性化处理可得：
ρｉ－ｄ

ｉ
（ｋ）＝ｅ

ｉ
（ｋ）·Δｒ（ｋ）＋ｃ·δｔ＋εｉ （２）

其中，ｄｉ（ｋ）为接收天线电气相位中心至第 ｉ号
卫星的距离，ｅｉ（ｋ）为两者的单位方向矢量，Δｒ（ｋ）为
位置矢量误差。

对于ｎ颗卫星则可形成形如式（２）的 ｎ个伪
距观测方程。记：

Ｘ４×１
Δｒ（ｋ）
ｃ·δ( )ｔ，Ｙｎ×１

ρ１－ｄ
１
（ｋ）



ρｎ－ｄ
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
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

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）
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ε
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
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
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Ａｎ×４( )Ｅ Ｎ。
则可得到基本定位模型为：

Ｙ＝ＡＸ＋Ｖ （３）

１．２　单差定位模型

对于一般的导航用户而言接收机的钟差并不

是必需的参量，因此可不予求解。即在式（１）的
基础上，将两个伪距观测值进行单差以消除接收

机的钟差δｔ的影响。若以第ｊ号卫星的伪距观测
值为单差基准，则可得到下式：

ρｉ－ρｊ＝ ｒ－ｒｉ － ｒ－ｒｊ ＋εｉ－εｊ （４）
采用与式（２）相同的线性化处理方法，并记：

Ｘ
　

３^×１ Δｒ（ｋ( )） ，

Ｙ
　

（^ｎ－１）×１
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则可得到单差定位模型为：

Ｙ
　

＝^Ａ
　

Ｘ^
　

＋^Ｖ
　＾ （５）

２　等价性推证及运算效率分析

具体到本文的研究，这里提到的等价是指利

用两种定位模型得到的定位结果和定位精度在理

论上是等同的。如果这种等价成立，那么就认为

这两种模型具有等价性。

对于一般的伪距单点定位来说，可认为伪距

观测值的精度是相同的，如 ＧＰＳ系统的伪距观测
值精度；对于 ＢｅｉＤｏｕ系统来说，由于它由不同性
质轨道的卫星构成，因此伪距观测值的精度会有

所不同。另外对于多模接收机来说，不同 ＧＮＳＳ
系统的伪距观测值精度也有区别。因此在利用最

小二乘方法对式（３）和式（５）进行求解时，会涉及
伪距观测值等权与否的问题，同时对于单差定位

模型还会涉及到单差基准选取的问题。

根据以上分析，将位置最小二乘解的等价性

证明分为三个层次：在伪距观测值等精度的前提

下选取第１颗卫星的伪距观测值作为单差基准的
情形称为基本等价性推证；在伪距观测值等精度

的前提下任取第ｊ颗卫星伪距观测值作为单差基
准的情形称为扩充等价性证明；对于不等精度伪

距观测值和任取第ｊ颗卫星伪距观测值作为单差
基准的情形称为一般等价性证明。

２．１　基本等价性推证

假定所有伪距观测值的精度均为 σ，则式

（３）、式（５）中的观测噪声 Ｖ和 Ｖ
　

的^方差阵 ＤＶ和
ＤＶ^分别为：

ＤＶ＝σ
２

１ ０










０ １
σ２Ｉｎ （６）

ＤＶ　 ＝^σ
２

２ １ … １
１ ２ 

  １
１ …











１ ２

σ２Ｒ－１ｎ－１ （７）

其中Ｉｎ为ｎ阶单位矩阵，Ｒｎ－１为ｎ－１阶对称
阵。

式（３）的最小二乘解Ｘ及解的精度ＤＸ为：
Ｘ＝（ＡＴＡ）－１ＡＴＹ
ＤＸ＝σ

２（ＡＴＡ）{ －１ （８）

由式（７）可以看出 ＤＶ^不是对角阵，也就是说

单差定位模型式（５）中 Ｙ
　

的^各元素不相互独立，

因此不能直接利用最小二乘进行求解。但 ＤＶ^是
正定矩阵，因而必定与对角阵相似，也就是必然存

在正交矩阵使得 Ｙ
　

经^过正交变换后各元素相互

独立。但变换后各元素的精度不再相等，因此要

考虑对不同元素的信赖程度，这个过程也是高斯

－马尔科夫最小二乘估计［６］的核心思想。式（５）

·５３·



国 防 科 技 大 学 学 报 第３６卷

的高斯 －马尔科夫最小二乘解 Ｘ
　

及^解的精度

ＤＸ　 为^：

Ｘ
　

＝^（Ａ
　 Ｔ^ＲＡ

　

）^－１Ａ
　 Ｔ^ＲＹ

　＾

ＤＸ　 ＝^σ
２（Ａ

　 Ｔ^ＲＡ
　

）^{ －１
（９）

其中Ｒ为权矩阵，与式（７）中的 Ｒｎ－１为同一
矩阵。

由式（３）易知：

（ＡＴＡ）－１＝
ＥＴＥ ＥＴＮ
ＮＴＥ ＮＴ( )Ｎ

－１

＝
ＥＴＥ ＥＴＮ
ＮＴ( )Ｅ ｎ

－１

（１０）

结合式（３）、式（８）和式（１０），并根据矩阵理
论［７］可知，Δｒ（ｋ）的最小二乘估计值及估计精度
ＤΔｒ分别为：
Δｒ（ｋ）＝（Ｅ

ＴＥ－１／ｎＥＴＮＮＴＥ）－１ＥＴ（Ｉ－１／ｎＮＮＴ）Ｙ

ＤΔｒ＝σ
２（ＥＴＥ－１／ｎＥＴＮＮＴＥ）{ －１

（１１）
令：

Ｋ
－１ １ ０
 









－１ ０ １（ｎ－１）×ｎ

则由Ｅ和Ｅ
　

及^Ｙ和Ｙ
　

的^定义易知存在如下关系：

Ｅ
　

＝^ＫＥ

Ｙ
　

＝^{ ＫＹ
（１２）

将式（１２）代入式（９）可得：

Ｘ
　

＝^（ＥＴＫＴＲＫＥ）－１ＥＴＫＴＲＫＹ
ＤＸ　 ＝^σ

２（ＥＴＫＴＲＫＥ）{ －１ （１３）

由式（７）易知：

Ｒ＝

１－１／ｎ －１／ｎ … －１／ｎ
－１／ｎ １－１／ｎ 

  －１／ｎ
－１／ｎ … －１／ｎ １－１











／ｎ（ｎ－１）×（ｎ－１）

则根据矩阵乘法得：

ＫＴＲＫ＝

１－１／ｎ －１／ｎ … －１／ｎ
－１／ｎ １－１／ｎ 

  －１／ｎ
－１／ｎ … －１／ｎ １－１











／ｎｎ×ｎ

＝Ｉｎ－１／ｎＮＮ
Ｔ （１４）

将式（１４）代入式（１３）得：

Ｘ
　

＝^［ＥＴ（Ｉｎ－１／ｎＮＮ
Ｔ）Ｅ］－１ＥＴ（Ｉｎ－１／ｎＮＮ

Ｔ）Ｙ

ＤＸ　 ＝^σ
２［ＥＴ（Ｉｎ－１／ｎＮＮ

Ｔ）Ｅ］{ －１

（１５）
将式（１５）与式（１１）比较可知，两者完全相

等，也就是说基本定位模型和单差定位模型的位

置最小二乘解在此种情形下等价。

２．２　扩充等价性推证

若单差基准取第 ｊ颗卫星的伪距观测值，则
由式（５）可知，其最小二乘解和解的精度依然具
有式（９）的形式，并且其观测噪声的方差阵大小
仍然为 ＤＶ　 ，^即权矩阵 Ｒ不变。改变的只有式
（１２）中的Ｋ矩阵，此时Ｋ矩阵的第 ｊ列全为 －１。
因此该情形的关键是证明此时 ＫＴＲＫ依然为式
（１４）。

为运算方便对Ｋ矩阵进行分块：

Ｋ＝
Ｋ１１ Ｋ１２ Ｋ１３
Ｋ２１ Ｋ２２ Ｋ( )

２３ （ｎ－１）×ｎ

（１６）

其中，Ｋ１１表示ｊ－１阶单位矩阵，Ｋ１２表示元素
均为－１的（ｊ－１）×１维矩阵，Ｋ１３表示（ｊ－１）×
（ｎ－ｊ）维零矩阵，Ｋ２１表示（ｎ－ｊ）×（ｊ－１）维零矩
阵，Ｋ２２表示元素均为－１的（ｎ－ｊ）×１维矩阵，Ｋ２３
表示ｎ－ｊ阶单位矩阵。

根据分块矩阵乘法对各子矩阵维数的要求对

Ｒ矩阵进行分块：

Ｒ＝
Ｒ１１ Ｒ１２
Ｒ２１ Ｒ( )

２２

其中，Ｒ１１和Ｒ２２具有与Ｒ矩阵同样的形式，即
对角线元素为１－１／ｎ、其余元素均为 －１／ｎ的对
角阵，且Ｒ１１为ｊ－１阶，Ｒ２２为ｎ－ｊ阶；Ｒ１２是元素均
为－１／ｎ的（ｊ－１）×（ｎ－ｊ）维矩阵；Ｒ２１是元素均
为－１／ｎ的（ｎ－ｊ）×（ｊ－１）维矩阵。

考虑到 Ｋ１１和 Ｋ２３是单位阵，Ｋ１３和 Ｋ２１是零矩
阵，则：

ＫＴＲＫ＝

Ｒ１１ Ｒ１１ Ｒ( )１２
Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｒ１２

Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｔ Ｒ１１
Ｒ( )
２１

Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｔ

Ｒ
Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｔ Ｒ１２
Ｒ( )
２２

Ｒ２１ Ｒ２１ Ｒ( )２２
Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｒ























２２

因：

Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｔ

＝［－１，－１，…，－１］１×（ｎ－１）

故：

Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｔ Ｒ１１
Ｒ( )
２１

＝［－１ｎ，－
１
ｎ，…，－

１
ｎ］１×（ｊ－１）

Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｔ Ｒ１２
Ｒ( )
２２

＝［－１ｎ，－
１
ｎ，…，－

１
ｎ］１×（ｎ－ｊ）

（Ｒ１１ Ｒ１２）
Ｋ１２
Ｋ( )
２２

＝［－１ｎ，－
１
ｎ，…，－

１
ｎ］

Ｔ
１×（ｊ－１）
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Ｒ２１ Ｒ( )２２
Ｋ１２
Ｋ( )
２２

＝［－１ｎ，－
１
ｎ，…，－

１
ｎ］

Ｔ
１×（ｎ－ｊ）

Ｋ１２
Ｋ( )
２２

Ｔ

Ｒ
Ｋ１２
Ｋ( )
２２

＝１／ｎ×（ｎ－１）＝１－１／ｎ

可知：

ＫＴＲＫ＝Ｉｎ－１／ｎＮＮ
Ｔ

即与式（１４）同，也就是说在伪距观测值同精度
时，任取其中一个作为单差基准，与取第一个伪距

观测值作为单差基准的单差定位模型的位置最小

二乘解及解的精度相同。

２．３　一般等价性推证

若各伪距观测值精度不同，记精度最小为σ，为
后续表示方便，可将各伪距观测值精度σｉ表示为：

σ２ｉ＝σ
２／ｋｉ

其中，０＜ｋｉ≤１，则对于基本定位模型式（３），
其观测噪声Ｖ的方差阵ＤＶ为：

ＤＶ＝σ
２

１
ｋ１

０



０ １
ｋ













ｎ

σ２Λ－１ （１７）

其中：

Λ＝

ｋ１


ｋ









ｎ

对于单差定位模型式（５），取第ｊ颗卫星的伪

距观测值为单差基准，则其观测噪声 Ｖ
　

的^方差阵

ＤＶ　 为^：

ＤＶ　 ＝^σ
２

１
ｋ１
＋１ｋｊ

…
１
ｋｊ

１
ｋｊ

…
１
ｋｊ

     

１
ｋｊ

…
１
ｋｊ－１
＋１ｋｊ

１
ｋｊ

…
１
ｋｊ

１
ｋｊ

…
１
ｋｊ

１
ｋｊ＋１
＋１ｋｊ

…
１
ｋｊ

     

１
ｋｊ

…
１
ｋｊ

１
ｋｊ

…
１
ｋｎ
＋１ｋ





























ｊ （ｎ－１）×（ｎ－１）

σ２Ｒ－１ （１８）

记：

Λ^

ｋ１


ｋｊ－１
ｋｊ＋１


ｋ



















ｎ

，

Ｎ
　 Ｔ^（１，１，…，１）１×（ｎ－１），ｋ∑

ｎ

ｉ＝１
ｋｉ，

则：

Ｒ－１＝Λ^－１＋１ｋｊ
Ｎ
　

Ｎ^
　 Ｔ^

利用矩阵理论［７］可得：

Ｒ＝Λ^－１ｋΛ^Ｎ
　

Ｎ^
　 Ｔ^Λ^ （１９）

由于各伪距观测值精度不同，基本定位模型

也要用高斯－马尔科夫最小二乘进行求解，则参
考式（９），基本定位模型的最小二乘解及解的精
度为：

Ｘ
　

＝^（ＡＴΛＡ）－１ＡＴΛＹ
　＾

ＤＸ　 ＝^σ
２（ＡＴΛＡ）{ －１ （２０）

参照２．１节中Δｒ（ｋ）和ＤΔｒ的求解过程，可得：

Δｒ（ｋ）＝［Ｅ
Ｔ（Λ－１ｋΛＮＮ

ＴΛ）Ｅ］－１ＥＴ（Λ－１ｋΛＮＮ
ＴΛ）Ｙ

ＤΔｒ＝σ
２［ＥＴ（Λ－１ｋΛＮＮ

ＴΛ）Ｅ］{ －１

（２１）

单差定位模型的最小二乘解及解的精度仍为

式（１３），其中的 Ｋ矩阵如式（１６），Ｒ矩阵如式

（１９）。比较Ｎ和Ｎ
　

可^知，两者存在如下关系：

Ｎ
　

＝^
Ｉｊ－１ Ｏ１ Ｏ２
Ｏ３ Ｏ４ Ｉｎ－







ｊ
ＮＦＮ

其中，Ｉｊ－１为ｊ－１阶单位矩阵，Ｏ１为（ｊ－１）×

１维零矩阵，Ｏ２为（ｊ－１）×（ｎ－ｊ）维零矩阵，Ｏ３
为（ｎ－ｊ）×（ｊ－１）维零矩阵，Ｏ４为（ｎ－ｊ）×１维

零矩阵，Ｉｎ－ｊ为ｎ－ｊ阶单位矩阵。

则：

ＫＴＲＫ＝ＫＴΛ^Ｋ－１ｋＫ
ＴΛ^ＦＮＮＴＦＴΛ^Ｋ

通过矩阵乘法可得：

·７３·
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ＫＴΛ^Ｋ＝

ｋ１ ０ －ｋ１ ０ … ０

    

０ ｋｊ－１ －ｋｊ－１ ０ … ０

－ｋ１ … －ｋｊ－１ ｋ－ｋｊ －ｋｊ＋１ … －ｋｎ
０ … ０ －ｋｊ＋１ ｋｊ＋１ ０

    

０ … ０ －ｋｎ ０ ｋ





















ｎ

＝Λ－

０ … ０ ｋ１ ０ … ０

    

０ … ０ ｋｊ－１ ０ … ０

ｋ１ … ｋｊ－１ ２ｋｊ－ｋ ｋｊ＋１ … ｋｎ
０ … ０ ｋｊ＋１ ０ … ０

    

０ … ０ ｋｎ ０ …





















０

Λ－Ｂ

ＫＴΛ^Ｆ＝

ｋ１ ０ ０ ０ … ０

    

０ ｋｊ－１ ０ ０ … ０

－ｋ１ … －ｋｊ－１ ０ －ｋｊ＋１ … －ｋｎ
０ … ０ ０ ｋｊ＋１ ０

    

０ … ０ ０ ０ ｋ





















ｎ

＝Λ－

０ … ０ ０ ０ … ０
    

０ … ０ ０ ０ … ０
ｋ１ … ｋｊ－１ ｋｊ ｋｊ＋１ … ｋｎ
０ … ０ ０ ０ … ０
    

０ … ０ ０ ０ …





















０

Λ－Ｃ

　　则：

ＫＴΛ^ＦＮＮＴＦＴΛ^Ｋ＝（Λ－Ｃ）ＮＮＴ（Λ－Ｃ）Ｔ

＝ΛＮＮＴΛ－ΛＮＮＴＣＴ－ＣＮＮＴΛ＋ＣＮＮＴＣＴ

容易计算得到：

ΛＮＮＴＣＴ＋ＣＮＮＴΛ－ＣＮＮＴＣＴ＝ｋＢ

综上可得：

ＫＴＲＫ＝Λ－Ｂ－１ｋ（ΛＮＮ
ＴΛ－ｋＢ）

＝Λ－１ｋΛＮＮ
ＴΛ （２２）

将式（２２）代入式（１３）与式（２１）比较后发现，
两者完全相同，也就是说即便在伪距观测值不等

精度的情况下单差定位模型解和解的精度依然与

基本定位模型解和解的精度相同。

２．４　运算效率分析

从式（８）、式（９）和式（２０）可以看出，如果位
置的最小二乘解可以得到，那么解的精度就可迅

速获取而不需要重新计算，因此这里仅分析得到

最小二乘解所需要的运算次数。

在统计运算次数时做如下假设：一次减法

运算等价于一次加法运算，一次除法运算等价

于一次乘法运算。若 Ｍｎ×ｎ表示 ｎ阶可逆方阵，
Ｍ为其伴随矩阵，Ｍ－１为其逆矩阵，｜Ｍ｜为其行
列式，Ｓｎ×ｍ表示 ｎ×ｍ维矩阵，Ｔｍ×ｌ表示 ｍ×ｌ维
矩阵，根据矩阵加法、乘法和求逆运算的规则，

可得常用矩阵运算所需的加法和乘法次数如表

１所示。

表１　矩阵运算的加法乘法次数
Ｔａｂ．１　Ｂａｓｉｃｏｐｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｓｏｆｍａｔｒｉｘ

矩阵运算 加法次数 乘法次数

ＳＴ ｎ（ｍ－１）ｌ ｎｍｌ

Ｓ＋Ｓ ｎｍ ０

｜Ｍ｜ ｎ！－１ （ｎ－１）ｎ！

Ｍ ｎ２［（ｎ－１）！－１］ ｎ２（ｎ－２）（ｎ－１）！

Ｍ－１ （ｎ＋１）！－ｎ２－１ （ｎ２－ｎ－１）ｎ！＋ｎ２

　　对于式（９）和式（２０）中的权矩阵 Ｒ和 Λ，由
于其矩阵元素的形式已知，故不采用常规矩阵求

逆运算。若有ｎ个伪距观测值，当它们精度相同
时，只需进行１次加法和１次乘法运算即可获取
Ｒ的所有元素；当精度不同时，需进行２（ｎ－１）次
加法和ｎ２次乘法运算获取Ｒ的所有元素，需要进
行ｎ次乘法获取 Λ的所有元素。利用表１，并根
据式（８）、式（９）和式（２０）可大致统计出基本定
位模型和单差定位模型最小二乘解所需的基本运

算次数，如表２所示。

表２　ｎ个伪距观测值时基本运算次数统计
Ｔａｂ．２　Ｂａｓｉｃｏｐｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｓｏｆｎｐｓｅｕｄｏｒａｎｇｅｓ

ｆｏｒｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ

定位模型 加法次数 乘法次数

相等精度ＢＰＭ ３２ｎ＋８３ ３６ｎ＋２８０

相等精度ＤＰＭ ３ｎ２＋１１ｎ－１１ ３ｎ２＋１５ｎ－２２

不等精度ＢＰＭ ４ｎ２＋２８ｎ＋８３ ４ｎ２＋３７ｎ＋２８０

不等精度ＤＰＭ ３ｎ２＋１３ｎ－１４ ４ｎ２＋１５ｎ－２３

　　根据表２可知，对于相等精度伪距观测值的
情形，当伪距观测值的个数 ｎ≤１０时，单差定位
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模型的计算效率要高于基本定位模型，但 ｎ越
大这种效率优势就越不明显，当 ｎ＞１４时单差
定位模型的计算效率就低于基本定位模型；对

于不等精度伪距观测值的情形，伪距观测值的

个数越多，单差定位模型的计算效率就越比基

本定位模型的高，其效率优势就越明显。也就

是说，单差定位模型更适用于多模接收机的定

位解算。

３　实验结果与分析

采用测量型天线和某型号接收机于２０１０年
４月 ２８日在某已知点静止采集 ＧＰＳ伪距数据
２０ｍｉｎ。这些伪距观测值的精度可认为是相同的，
为分析不等精度时两种定位模型的解，特将这些

观测值的精度进行了适当的调整。

在ＰＣ机上 Ｃ语言环境下采用 ＷＧＳ８４坐标
系对伪距数据进行如下处理：

（１）对等精度的伪距观测值分别采用基本定
位模型和单差定位模型进行位置解算；

（２）对等精度的伪距观测值通过取不同的单
差基准采用单差定位模型进行位置解算；

（３）对不等精度的伪距观测值分别采用基本
定位模型和单差定位模型进行位置解算；

（４）选取含有５颗星的某一历元和含有９颗
星的某一历元，针对等精度和不等精度的情形分

别采用基本定位模型和单差定位模型进行位置解

算并重复１００００次，记录所需时间。
这里仅绘制出两种定位模型位置差的 Ｘ向

分量来说明问题，如图１～图３所示；两种定位模
型运算效率的比较见表３所示。

图１　等精度ＢＰＭ和ＤＰＭ位置解的比较
Ｆｉｇ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆＢＰＭａｎｄＤＰＭ

ｗｉｔｈｅｑｕａｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎｐｓｅｕｄｏｒａｎｇｅｓ

图２　等精度不同单差基准ＤＰＭ位置解的比较
Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆＤＰＭｗｉｔｈｅｑｕａｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

ｐｓｅｕｄｏｒａｎｇｅｓｂｕｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒａｎｇｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

图３　不等精度ＢＰＭ和ＤＰＭ位置解的比较
Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆＢＰＭａｎｄＤＰＭｗｉｔｈ

ｕｎｅｑｕａｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎｐｓｅｕｄｏｒａｎｇｅｓ

表３　ＢＰＭ和ＤＰＭ运算效率比较（ｍｓ）
Ｔａｂ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｏｐｅｒａｔｉｏｎｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆＢＰＭ

ａｎｄＤＰＭ（ｕｎｉｔ：ｍｓ）

５颗卫星 ９颗卫星

相等精度ＢＰＭ ４６８ ５１６

相等精度ＤＰＭ ３７５ ５６２

不等精度ＢＰＭ ５００ ７６６

不等精度ＤＰＭ ３６０ ５４７

　　图１显示了在等精度伪距情况下分别采用
ＢＰＭ模型和 ＤＰＭ模型所获得的定位结果的差
值情况，图 ２显示了在等精度伪距情况下采用
不同单差基准情形时ＤＰＭ模型所获得的定位结
果的差值情况，图 ３显示了在不等精度伪距情
况下分别采用 ＢＰＭ模型和 ＤＰＭ模型所获得的
定位结果的差值情况。可以看出三幅图中的差

值均在１０－９ｍ量级，这主要是由计算误差引起

·９３·
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的，因此可认为三种情形下 ＢＰＭ模型定位结果
和 ＤＰＭ模型定位结果相同，这进一步验证了前
述理论分析的正确性。表３中分别统计了有 ５
颗和９颗卫星时采用 ＢＰＭ和 ＤＰＭ进行定位时
的耗时情况。可以看出，在等精度伪距情形下，

５颗卫星时 ＤＰＭ模型定位相对于 ＢＰＭ模型的
效率优势要比 ９颗卫星时的更明显；在不等精
度伪距情形下，９颗卫星时 ＤＰＭ模型定位相对
于 ＢＰＭ模型的效率优势要比５颗卫星时的更明
显，这与之前的运算效率分析结果基本相符。

４　结论

（１）不管伪距观测值等精度与否，两种定位
模型的最小二乘位置解和解的精度是等价的；

（２）采用单差定位模型进行解算时，单差基
准的选择不会影响位置解和解的精度；

（３）对于等精度的伪距观测值，当伪距数目
在１０个及以下时，单差定位模型的运算效率比基
本定位模型的要高些，随着伪距数的增加，这种效

率优势变得不明显，当伪距数大于１４时，基本定
位模型的运算效率就高于单差定位模型；

（４）对于不等精度的伪距观测值，单差定位
模型的运算效率比基本定位模型的要高，并且伪

距数越多，这种优势越明显；

（５）单差定位模型更适用于多模接收机进行
位置解算。
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