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基于运动合成的小推力轨道优化方法

蒋小勇，张洪波，汤国建
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：针对小推力轨道优化设计问题，提出一种基于运动合成的新方法。给出基于运动合成的小推力
轨道机动表达方式，将小推力轨道运动分解成相对独立的三项：单独考虑日心引力的二体轨道运动，单独考

虑小推力的运动，以及小推力的存在引起的日心引力摄动作用下的运动。分别给出各项运动的解析表达式，

通过合成叠加得到小推力轨道的近似解析解。在此基础上，将小推力轨道优化问题转化成非线性规划问题，

并利用序列二次规划方法求解。以小行星１９８９ＭＬ、火星和金星交会任务为例分别进行仿真实验，结果表明，
所设计轨道满足任务约束，验证了该方法具有可用性和高效性。
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　　小推力轨道的表达是解决小推力轨道优化问
题的一个关键技术，也是对其优化方法分类的准

则。目前较为通用的优化方法包括间接法、直接

法和标称轨道法。间接法［１－３］视原问题为最优控

制问题，基于庞特里亚金极小值原理，用变分法推

导最优控制的一阶必要条件和终端横截条件，最

终将问题归结为用数值方法求解的两点边值问

题。这种方法通过对协状态变量的直接数值积分

来表达小推力轨道。其主要技术瓶颈在于协状态

变量初始猜测不易确定，而且结果对初始猜测的

依赖性高，收敛域小。直接法是通过离散和参数

化，将原问题转换成非线性规划问题。目前较为

常见的直接法是配点法［４］和伪谱法［５］，它们都是

同时离散控制变量和状态变量，用多项式来拟合

小推力轨道。它们能避免轨道数值积分，但离散

的状态变量的初值不容易简便地给出，对结果有

效性和鲁棒性有影响。近年来，标称轨道法，如指

数正弦曲线法［６－７］和逆多项式法［８］等，在新任务

初步评估的应用十分广泛。它是将小推力轨道表

达为一簇参数化曲线，通过调节这些参数来满足

任务约束。再由已确定的解析曲线逆向求解，得

到相应的小推力方案。就目前而言，该方法主要

应用在飞越任务和近似为同一平面内的轨道转移

问题，而对于一般三维交会问题的应用则相对

较少。

为了解决一般的三维交会问题，本文提出一

种新的基于运动合成的小推力轨道表达方式。该

表达方式借鉴了Ｂｙｒｎｅｓ［９］在计算地月转移轨道时
所提出的多圆锥曲线技术，它是将月球探测器的

运动分解成一个圆锥曲线运动和数个匀加速直线
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运动以近似解析求解。基于运动合成的表达方式

基于该思想，将探测器的运动分解成相对独立的

三项运动：单独考虑日心引力的二体轨道运动，单

独考虑小推力的运动，以及小推力的存在引起的

日心引力摄动作用下的运动。给出这三项的解析

表达式，再通过它们的合成叠加得到小推力轨道

的近似解析表达式。在此基础上将轨道优化问题

转化成非线性规划问题，形成一种基于运动合成

的小推力轨道优化方法。从这种小推力轨道表达

方式来看，该方法属于直接法的范畴。最后，通过

三项深空交会任务对该方法的有效性进行验证。

１　基于运动合成的小推力轨道表达

在探测器只受日心引力和小推力的假设下，

其动力学方程为

ｒ̈＝－μｒ
ｒ３
＋ａＴ （１）

其中ｒ为探测器位置矢量，μ为太阳引力常数，ａＴ
为小推力加速度矢量。

在一段时间之内，该动力学方程右端可分解

成相对独立的三项，即

ｒ̈＝ｇ０（ｔ）＋ａＴ＋Δｇ（ｔ） （２）

其中，ｇ０（ｔ）是假设探测器不受小推力作用的日心

引力加速度，Δｇ（ｔ）是由于小推力的存在而引起

的日心引力加速度摄动。

对这三项逐一考察。首先，只考虑日心引

力，有

ｇ０（ｔ）＝－μ
ｒ０（ｔ）
ｒ３０（ｔ）

（３）

其中，ｒ０（ｔ）是只考虑日心引力的探测器位置。在

较短时间内，ｒ０（ｔ）和相应的速度ｖ０（ｔ）可由ｆ和ｇ

级数来表示

ｒ０（ｔ）＝ｆｒ０（０）＋ｇｖ０（０）

ｖ０（ｔ）＝
ｄｆ
ｄｔ
ｒ０（０）＋

ｄｇ
ｄｔ
ｖ０（０{ ）

（４）

其中，ｒ０（０）和 ｖ０（０）分别是初始时刻的 ｒ０（ｔ）和

ｖ０（ｔ），而ｆ和ｇ级数为

　

ｆ＝１－１２
μ
ｒ３０（０）

ｔ２＋１２
μ
ｒ４０（０）

ｒ０（０）ｔ
３－１２４

μ２

ｒ６０（０）
２－３

ｒ０（０）
μ

ｖ２０（０）－５ｒ
２
０（０( )[ ]） ｔ４

　 ＋１８
μ２ｒ０（０）
ｒ７０（０）

２－
ｒ０（０）
μ

３ｖ２０（０）－７ｒ
２
０（０( )[ ]） ｔ５

ｇ＝ｔ－１６
μ
ｒ３０（０）

ｔ３＋１４
μ
ｒ４０（０）

ｒ０（０）ｔ
４－１１２０

μ２

ｒ６０（０）
８－３

ｒ０（０）
μ

３ｖ２０（０）－１５ｒ
２
０（０( )[ ]） ｔ













 ５

（５）

其中，ｒ０（０）和 ｖ０（０）是 ｒ０（０）和 ｖ０（０）的模

值，ｒ０（０）＝
ｒ０（０）·ｖ０（０）
ｒ０（０）

。

其次，只考虑小推力加速度ａＴ的作用。分别
给定ａＴ在这段时间内的初始时刻和终止时刻的
值为 ａＴ（０）＝［ａｘ０ ａｙ０ ａｚ０］Ｔ 和 ａＴ（ｔｆ）＝

［ａｘｆ ａｙｆ ａｚｆ］Ｔ，其中ｔｆ为该段时间的终止时刻。
而该段时间内的ａＴ（ｔ）是由 ａＴ（０）和 ａＴ（ｔｆ）插值
获得，即

ａＴ（ｔ）＝ａＴ（０）＋（ａＴ（ｔｆ）－ａＴ（０））
ｔ
ｔｆ
（６）

令ｓ１＝ａＴ（０），ｓ２＝（ａＴ（ｔｆ）－ａＴ（０））／ｔｆ，则
ａＴ（ｔ）＝ｓ１＋ｓ２ｔ （７）

对式（７）积分，可得到只考虑小推力加速度
ａＴ作用的位置速度增量，即

ｖＴ（ｔ）＝∫
ｔ

０
ａＴ（τ）ｄτ＝ｓ１ｔ＋

ｓ２
２ｔ
２

ｒＴ（ｔ）＝∫
ｔ

０
ｖＴ（τ）ｄτ＝

ｓ１
２ｔ
２＋
ｓ２
６ｔ

{ ３

（８）

再次，只考虑Δｇ（ｔ）的作用，令其为关于时间

ｔ的二次多项式
Δｇ（ｔ）＝ｋ１ｔ＋ｋ２ｔ

２ （９）
其中，系数ｋ１和ｋ２都是三维列向量，若要确定它
们的值，需要给定 Δｇ（ｔ）在两个点的值。由于
Δｇ（ｔ）可近似表示为

Δｇ（ｔ）＝－μｒ（ｔ）
ｒ３（ｔ）

＋μ
ｒ０（ｔ）
ｒ３０（ｔ）

≈－μ
ｒ１（ｔ）
ｒ３１（ｔ）

＋μ
ｒ０（ｔ）
ｒ３０（ｔ）

（１０）
其中，ｒ１（ｔ）是同时考虑 ｇ０（ｔ）和 ａＴ的探测器位
置，有

ｒ１（ｔ）＝ｒ０（ｔ）＋ｒＴ（ｔ） （１１）
因此，根据式（４）和式（８），可由式（１０）近似

得到Δｇ（ｔ）在中间点和终止点的值 Δｇ（
ｔｆ
２）和

Δｇ（ｔｆ），从而可以确定系数ｋ１和ｋ２：

Δｇ（ｔｆ）＝ｋ１ｔｆ＋ｋ２ｔ
２
ｆ

Δｇ（
ｔｆ
２）＝ｋ１

ｔｆ
２＋ｋ２

ｔ２ｆ{
４

（１２）

解式（１２）可得

·２４·
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ｋ１＝
４Δｇ（

ｔｆ
２）－Δｇ（ｔｆ( )）
ｔｆ

ｋ２＝
２Δｇ（ｔｆ）－４Δｇ（

ｔｆ
２( )）

ｔ２













ｆ

（１３）

对式（９）积分，可得到只考虑 Δｇ（ｔ）作用的
位置速度增量，即

Δｖ（ｔ）＝∫
ｔ

０
Δｇ（ｔ）ｄｔ＝

ｋ１
２ｔ
２＋
ｋ２
３ｔ
３

Δｒ（ｔ）＝∫
ｔ

０
Δｖ（ｔ）ｄｔ＝

ｋ１
６ｔ
３＋
ｋ２
１２ｔ

{ ４

（１４）

最后，合成上述三项运动，可以得到探测器状

态的近似解析解

ｖ（ｔ）＝ｖ０（ｔ）＋ｖＴ（ｔ）＋Δｖ（ｔ）

ｒ（ｔ）＝ｒ０（ｔ）＋ｒＴ（ｔ）＋Δｒ（ｔ{ ）
（１５）

由此可以得到探测器在该段时间内终止时刻状态

的近似解析解。将这一状态作为下一时间段的初

始状态，不断迭代上述过程，最终可以获得整个轨

道的终端状态。

２　基于运动合成的小推力轨道优化

由上节的推导可知，对于一段小推力轨道，只

需给出初始状态 ｒ（０）和 ｖ（０）、转移时间以及始
末点的小推力加速度矢量 ａＴ（０）和 ａＴ（ｔｆ），就可
以由式（１５）得到该段内小推力轨道的近似解析
解。那么，对于划分成 Ｎ段的小推力轨道，给定
轨道的初始状态、转移时间以及 Ｎ＋１个小推力
矢量Ｔｉ（假设每一段末端的 Ｔｉ（ｔｆ）和下一段起始
点的Ｔｉ＋１（０）相重合，因此Ｎ段轨道共需Ｎ＋１个
值，这样既可以保证小推力的连续性，又降低了输

入参数的维度。），整个轨道的状态也就可以近似

解析确定。因此，小推力轨道优化问题可以自然

地转化成一个非线性规划问题，该非线性规划问

题的输入参数为

ｙ＝ ｔ０ ｔ
ｔｏｔａｌ
ｆ Ｔ１ α１ β１ … ＴＮ＋１ αＮ＋１ βＮ[ ]＋１

Ｔ

（１６）
其中，ｔ０为轨道的初始时刻，给定 ｔ０则初始状态
确定。ｔｔｏｔａｌｆ 为整个轨道的终了时刻，Ｔｉ由球坐标
Ｔｉ αｉ β[ ]ｉ Ｔ来表示，其中Ｔｉ为推力幅值，αｉ为

方位角，βｉ为高低角。这种表示方式能方便地给
出推力幅值约束，它与直角坐标的转化如下：

Ｔｘ ＝Ｔｃｏｓ（β）ｃｏｓ（α）

Ｔｙ ＝Ｔｃｏｓ（β）ｓｉｎ（α）

Ｔｚ＝Ｔｓｉｎ（β
{

）

（１７）

目标函数取最小化轨道机动的能量消耗，即

Ｊ＝∫ｔ
ｔｏｔａｌ
ｆ
ｔ０
Ｔ
ｍｄｔ （１８）

其中，ｍ为探测器质量。
交会任务的边界条件为

ｒ（ｔ０）

ｖ（ｔ０[ ]） ＝
ｒ０
ｖ[ ]
０

（１９）

ｒ（ｔｔｏｔａｌｆ ）

ｖ（ｔｔｏｔａｌｆ
[ ]

）
＝
ｒｆ
ｖ[ ]
ｆ

（２０）

初始状态一般给定为 ｒ０和 ｖ０，而 ｒ（ｔ
ｔｏｔａｌ
ｆ ）和

ｖ（ｔｔｏｔａｌｆ ）是在输入参数确定后，由上述运动合成技

术近似解析求取。优化过程中不断调整输入参数，

最终使得式（２０）得到满足。
而小推力约束为

Ｔｉ≤Ｔｍａｘ　ｆｏｒｉ＝１，２，…，Ｎ （２１）
这可以方便地通过在生成输入参数时对推力

幅值范围的直接限定来满足。

３　仿真算例及分析

为了验证基于运动合成的小推力轨道优化方

法，本文给出三项深空轨道交会任务来进行测试。

它们分别是从地球出发的探测器与小行星

１９８９ＭＬ、火星以及金星交会任务。所涉及的四个
任务天体的轨道要素如表１所示。三项任务的其
他任务约束是相同的：发射窗口为２０２０年１月１
日（５８８４９ＭＪＤ）到 ２０２５年 １２月 ３１日（６１０４０
ＭＪＤ），转移时间为１００～８００天；小推力幅值限制
为低于０．３Ｎ，发动机比冲为３０００ｓ，探测器初始质
量为１０００ｋｇ；要求交会时位置误差不超过１．０ｋｍ、
速度误差不超过１．０ｍ／ｓ。所有仿真计算采用Ｉｎｔｅｌ
Ｃｏｒｅ２Ｑｕａｄ２．４ＧＨｚ处理器和 ＭＡＴＬＡＢ编程环
境，ＮＬＰ求解算法采用序列二次规划方法，具体实
现是调用ＭＡＴＬＡＢ内嵌的最优化工具包。

表１　地球、小行星１９８９ＭＬ、火星和金星的轨道要素
Ｔａｂ．１　ＯｒｂｉｔａｌｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆＥａｒｔｈ，ａｓｔｅｒｏｉｄ１９８９ＭＬ，ＭａｒｓａｎｄＶｅｎｕｓ

天体 ＭＪＤ时间 半长轴／ＡＵ偏心率 轨道倾角／° 升交点赤经／° 近日点幅角／° 平近点角／°
地球 ５１５４４．５ １．０００ ０．０１７ ０．０００ ３４８．７３９ １０２．９４７ １００．４６４
１９８９ＭＬ ５５４００．０ １．２７３ ０．１３７ ４．３７８ １８３．２３０ １０４．３９７ ２３５．９５１
火星 ５１５４４．５ １．５２４ ０．０９３ １．８５１ ３３６．０４１ ４９．５７９ ３５５．４５３

金星 ５１５４４．５ ０．７２３ ０．００７ ３．３９５ １３１．５３３ ７６．６８１ １８１．９８０
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　　表２给出了这三项轨道交会任务的仿真结
果。首先，三项任务的位置和速度误差都满足任

务要求，并且其他各项任务约束都得到满足，说明

都设计实现了交会任务，证明了该方法的有效性。

其次，三次仿真试验的 ＣＰＵ计算时间都在３００～
４００ｓ，说明该方法能较快速地获得优化结果。相
对而言，到小行星１９８９ＭＬ的最优轨道的转移时
间最长，但它的计算时间却最短。这是因为，仿真

计算时到小行星１９８９ＭＬ的转移轨道只被划分成
１２段，而后两者的转移轨道都被划分成２０段（这
将会在下面具体给出的任务结果图中体现出

来），因此后两者的优化参数将相应增加，搜索空

间更加广阔，计算时间也就相应地长一些。最后，

就能量消耗而言，第一项任务的最低，而后两项水

平相当。因为任务的其他约束都相同，因此差异

性是由轨道要素引起的。在所有轨道要素中半长

轴是主要因素，到小行星１９８９ＭＬ比到火星能量
消耗少，主要是因为前者的半长轴更低。但金星

与地球间的半长轴差异与小行星１９８９ＭＬ到地球
的相当，且比火星的要小，而能量消耗情况却正好

相反。这是由升降轨的差别造成的，一般而言，降

轨时日心引力将增大，因此相同的能量消耗所产

生的机动能力将相应降低，而升轨时与此相反。

表２　三项交会任务的仿真结果
Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｒｅｅｒｅｎｄｅｚｖｏｕｓｍｉｓｓｉｏｎｓ

任务参数
小行星

１９８９ＭＬ
火星 金星

能量消耗／
（ｋｍ／ｓ）

４．５７７ ５．８１８ ５．８７０

小推力

峰值／Ｎ
０．２９１ ０．２５３ ０．２８６

出发时刻／
ＭＪＤ

６０３１６．８３３ ５９５４８．２０６ ５９７５４．１０３５

转移时间／ｄ ５４３．９０６ ４１６．４２４ ３６５．２２４

位置误差／
ｋｍ

０．５２３ ０．２７１ ０．０２４

速度误差／
（ｍ／ｓ）

０．４２７ ０．３８４ ０．６４９

计算时间／ｓ ３１２．３３５ ３９１．０９７ ３７７．８７３

　　图１给出了最优地球 －１９８９ＭＬ转移轨道在
日心黄道惯性系Ｘ－Ｙ平面内的投影。图中黑实
线为小推力转移轨道，灰色虚线为地球轨道，灰色

点划线为小行星１９８９ＭＬ的轨道。可以看出，经
过约１．３个轨道周期，探测器从地球出发实现了
与小行星１９８９ＭＬ的交会。图２给出了该最优转
移轨道所对应的小推力及其在日心惯性系三轴分

量上的变化曲线。图中共有１３个转折点，因此优
化计算时轨道被分为１２段。在每段之内小推力
都是沿直线变化，各段之间连续但出现拐点，并且

小推力幅值都在０．３Ｎ以内。图３和图４分别给
出了最优地球 －火星转移轨道及其推力变化曲
线。图５和图６分别给出了最优地球－金星转移
轨道及其推力变化曲线。从图４和图６可以看出，
优化计算时分段数更多，为２０段，这样有利于获得
能量消耗更省的转移轨道，但会导致计算时间相应

增加；两图中小推力幅值也都在０．３Ｎ以内。

图１　最优地球－１９８９ＭＬ转移轨道
Ｆｉｇ．１　ＯｐｔｉｍａｌＥａｒｔｈ１９８９ＭＬｔｒａｎｓｆｅｒ

图２　最优地球－１９８９ＭＬ转移轨道小推力变化曲线
Ｆｉｇ．２　ＴｈｒｕｓｔｐｒｏｆｉｌｅｆｏｒｏｐｔｉｍａｌＥａｒｔｈ１９８９ＭＬｔｒａｎｓｆｅｒ

图３　最优地球－火星转移轨道
Ｆｉｇ．３　ＯｐｔｉｍａｌＥａｒｔｈＭａｒｓｔｒａｎｓｆｅｒ
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图４　最优地球－火星转移轨道小推力变化曲线
Ｆｉｇ．４　ＴｈｒｕｓｔｐｒｏｆｉｌｅｆｏｒｏｐｔｉｍａｌＥａｒｔｈＭａｒｓｔｒａｎｓｆｅｒ

图５　最优地球－金星转移轨道
Ｆｉｇ．５　ＯｐｔｉｍａｌＥａｒｔｈＶｅｎｕｓｔｒａｎｓｆｅｒ

图６　最优地球－金星转移轨道小推力变化曲线
Ｆｉｇ．６　ＴｈｒｕｓｔｐｒｏｆｉｌｅｆｏｒｏｐｔｉｍａｌＥａｒｔｈＶｅｎｕｓｔｒａｎｓｆｅｒ

４　结束语

本文提出了一种基于运动合成的小推力轨道

表达方式。它将一段时间内的探测器运动分解成

三项相对独立的运动：只考虑日心引力的二体轨

道运动，只考虑插值小推力的匀变加速度运动，以

及小推力的存在引起的日心引力摄动作用下的运

动。给出这三项的解析表达式，再通过它们的合

成叠加得到小推力轨道的近似解析表达式。在此

基础上将轨道优化问题转化成非线性规划问题，

形成一种基于运动合成的小推力轨道优化方法。

并分别通过地球到小行星１９８９ＭＬ、火星以及金星
的交会任务对该方法的有效性进行了验证。仿真

结果表明，该方法能适用于多种深空探测任务优

化设计，设计轨道满足任务要求，证明了该方法的

有效性。同时，仿真试验的 ＣＰＵ计算时间在３００
～４００ｓ，说明其具有较高的计算效率，能满足任务
设计周期需求。
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