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高精度有限体积法与间断有限元法的比较

范进之，李　桦
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：通过数值算例，比较了高精度有限体积法和间断有限元法在求解不同问题时的表现。研究发
现：在精度相同的条件下，间断有限元法的计算误差要明显小于有限体积法；间断有限元法的重构过程与高

精度有限体积法相比较为简单，但高阶情形下解多项式的自由度较多并且需要计算体积分，因此整个求解时

间较长。降低时间积分时解多项式的自由度数目是实现高精度算法在实际问题中应用的重要手段。
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　　有限体积法（ＦｉｎｉｔｅＶｏｌｕｍｅＭｅｔｈｏｄ，ＦＶＭ）和
间断有限元法（ＤｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎＭｅｔｈｏｄ，
ＤＧＭ）是目前求解守恒型双曲率问题的两类重要
方法［１］。与有限差分法相比，ＦＶＭ和 ＤＧＭ求解
积分型方程，计算的守恒性容易得到保证；两种方

法都可应用到非结构网格，比较容易处理复杂外

形，在数据交换、负载平衡以及边界处理方面也更

具优势。

ＦＶＭ求解的是守恒型积分方程，计算的守恒
性要优于求解差分方程的有限差分法。ＦＶＭ求
解的主要缺点在于方程无法做到维度解耦，构造

高精度格式较为困难。高精度 ＦＶＭ，特别是用于
非结构网格的高精度ＦＶＭ，一直是计算物理研究
领域的难点之一［２］。

ＤＧＭ求解差分方程的弱解形式。本质是求
解有限元多项式各项系数，对于双曲问题可以较

为容易地构造高精度格式。ＤＧＭ的主要缺点是

格式的鲁棒性较差，特别是流场存在强间断时，很

难获得具有高阶截断特性的解多项式［３］。为了

抑制数值震荡，通常需要在间断处重构整个有限

元多项式，由此带来了额外的计算量。

为了获得适用于任意网格的高精度计算方

法，近年来，高精度ＦＶＭ与高精度ＤＧＭ的混合方
法［４］得到了很大的发展。这类方法结合了有限

元法高精度的特点，同时又在一定程度上降低了

计算的复杂度，提高了计算效率。Ｌｕｏ［５］以及张
来平［６］等都发展出了较为成熟的混合算法，促进

了有限元法在实际问题中的应用。

１　高精度有限体积法

１１　控制方程

对于可压缩气体，不考虑黏性力作用时，有限

体积法求解积分型Ｅｕｌｅｒ方程：
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∮
Ω

Ｗ
ｔ
ｄΩ＋∫

Ω
ＦｄＳ＝０ （１）

其中Ω为控制体，Ω为控制体边界，Ｓ为控制体
边界面积，Ｗ为守恒变量，Ｆ为输运通量。

对于二维问题，Ｗ和Ｆ具有以下形式：

Ｗ＝

ρ
ρｕｘ
ρｕｙ
ρ
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
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

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（２）

Ｆ＝

ρＶ
ρｕｘＶ＋ｎｘｐ

ρｕｙＶ＋ｎｙｐ

ρ













ＨＶ

（３）

其中Ｖ为制定界面逆变速度，满足：
Ｖ＝ｕｘｎｘ＋ｕｙｎｙ （４）

对于Ｇｏｄｕｎｏｖ方法，边界面的数值通量可以
表示为：

Ｆ＝Ｈ（ＷＬ，ＷＲ） （５）
其中Ｈ为黎曼求解器，ＷＬ和ＷＲ为通过重构得到
的守恒量。

１２　重构方法

高精度有限体积法的核心是获得具有高阶截

断特征的数值通量。为了求得边界面上的数值通

量，需要通过已知量重构得到边界面上积分点处

的函数值。对于包含数值间断的问题，高精度重

构方法不仅要保证光滑区域重构结果的高阶特

性，还要求间断处不能产生非物理的数值震荡。

使用三阶 ＷＥＮＯ格式［７］作为有限体积法的

重构方法。ＷＥＮＯ方法的基本思想是通过数个
低阶的重构多项式的非线性加权得到一个高阶重

构多项式，每个多项式的权值由构成多项式的重

构模板的光滑程度决定。ＷＥＮＯ重构的表达式
可以简单描述为：

ＰＷＥＮＯ ＝∑ωｉＰｉ （６）

其中Ｐｉ为模板ｉ的重构多项式，ωｉ为对应的非线
性权值。

２　间断有限元法

２１　控制方程

间断有限元方法又称间断伽辽金方法，是由

Ｃｏｃｋｂｕｒｎ和Ｓｈｕ等在２０世纪８０年代末９０年代
初期结合了传统有限元方法与 ＦＶＭ提出的一种
高精度数值方法，其求解的控制方程为 Ｅｕｌｅｒ方
程的弱解形式：

∮
Ω

Ｗ( )
ｍ

ｔ
ｄΩ＋∫

Ω
（Ｆｍ）ｄＳ－

∮
Ω
珚Ｆ·ｄｉｖ（ｍ）ｄΩ＝０ （７）

其中Ｗ和Ｆ的定义同前，ｍ为第ｍ自由度的试
验函数。间断伽辽金法中，试验函数与有限元多

项式的基函数相同，因此守恒变量可以表示为：

Ｗ ＝∑
Ｍ

０
ｃｉｉ （８）

Ｍ为有限元多项式总自由度，ｃｉ为给定基函数所
对应的系数。

珚Ｆ为通量张量，对于二维问题：
珚Ｆ＝［Ｆｘ　Ｆｙ］ （９）
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（１０）

将式（８）、（９）代入式（７），可以得到间断有
限元控制方程：

∮
Ω
ｎｍｄΩ

ｃｍ
ｔ
＋∫

Ω
ＦｄＳ－

∮
Ω
（Ｆｘｍ，ｘ＋Ｆｙｍ，ｙ）ｄΩ＝０ （１１）

ＤＧＭ中，边界面上的数值通量使用黎曼求解
器式（５）求解，体积分项中的数值通量使用通量
定义式（１０）求解。

２２　激波探测器与梯度限制器

ＤＧＭ求解整个解多项式（有限元多项式），
通过解多项式可以方便计算出任意点的函数值。

但是当流场中存在间断时，解多项式在间断附近

泰勒展开不存在，会产生高频非物理震荡，为了克

服这一现象，间断有限元法需要在间断处对解多

项式进行重构以保证数值稳定。

采用Ｌｕｏ提出的ＨＷＥＮＯ方法［８］来重构产生

非物理震荡的控制体。ＨＷＥＮＯ使用了目标控制
体及其相邻控制体作为重构模板点，因为 ＤＧＭ
自身特点，该模板的模板点数要小于ＦＶＭ。

ＤＧＭ中需要使用开关函数标记产生非物理
震荡的控制体从而将光滑区域和间断区域分开处

理。采用Ｋｒｉｖｏｄｏｎｏｖａ提出的一种开关函数［９］：

σ＝
∫
Ω－
（ｑ－ｑｎｂ）ｄＳ

ｈ
ｐ＋１
２ Ω－·‖ｑ‖

（１２）

其中ｑ为任意变量，一般取熵。 · 代表给定控

制体内该变量平均值。Ω－表示该边界为质量流
入界面，即ｖ·ｎ＜０。

·４３·
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当流场光滑时，分子项即为解多项式的泰勒

展开余项，满足：

σ＜ＳＥ （１３）
当流场中出现间断的时候，解多项式的泰勒

展开余项会出现非物理震荡，满足：

σ＞ＳＥ （１４）
ＳＥ为阈值，一般取ＳＥ＝１。

３　数值结果

选取数值计算中常用的一些问题作为对比算

例。重点考察两种方法在超声速条件计算结果以

及计算效率上的差异。ＦＶＭ程序使用传统的 ３
阶ＷＥＮＯ格式，ＤＧＭ使用２阶有限元和３阶有限
元两种精度进行计算。空间格式采用 ＨＬＬＣ格
式，时间推进方式采用３阶３步龙哥库塔法。

３１　Ｓｏｄ激波管问题

Ｓｏｄ激波管问题是经典的初始间断问题，通
过该问题可以很好地检验数值方法的稳定性强弱

以及数值黏性大小。

图１为ＦＶＭ计算的密度结果三维视图。为
了方便起见，我们取图中ｙ＝０位置作为比较对比
位置。图２为ＦＶＭ的结果与精确解的对比，图３
和图４分别为２阶有限元以及３阶有限元结果与
精确解的对比。

图１　３阶有限体积法Ｓｏｄ问题密度结果三维视图
Ｆｉｇ．１　３ＤｖｉｅｗｏｆｄｅｎｓｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒＳｏｄｐｒｏｂｌｅｍ

ｕｓｉｎｇ３ｏｒｄｅｒＦＶＭ

从图中可以看出３种格式的结果与精确解相
比均相差不大。３种方法都较为准确地捕捉到了
激波、滑移线以及膨胀波的所在位置。从 ｘ＝３．５
附近正激波的分辨能力上看，３种格式相差无几，
并且与精确解差别不大，ＦＶＭ的数值耗散与ＤＧＭ
相比略微显大。从 ｘ＝２．０处滑移线分辨能力上

图２　３阶有限体积法Ｓｏｄ问题密度结果
Ｆｉｇ．２　ＤｅｎｓｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒＳｏｄｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇ３ｏｒｄｅｒＦＶＭ

图３　２阶间断有限元Ｓｏｄ问题密度结果
Ｆｉｇ．３　ＤｅｎｓｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒＳｏｄｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇ２ｏｒｄｅｒＤＧＭ

图４　３阶间断有限元Ｓｏｄ问题密度结果
Ｆｉｇ．４　ＤｅｎｓｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒＳｏｄｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇ３ｏｒｄｅｒＤＧＭ

看，数值耗散最弱的是 ３阶 ＤＧＭ，其次是 ２阶
ＤＧＭ，最强的是３阶 ＦＶＭ，这一现象在膨胀波所
在区域（ｘ＝－２．０）也可以清楚发现。同时需要
注意的是在膨胀波处，ＤＧＭ的结果均出现了轻微
的非物理震荡。

出现以上现象的主要原因在于 ＤＧＭ激波需
要通过探测器函数以及梯度限制器“显式”地抑

制非物理震荡；而ＦＶＭ在重构过程中直接抑制了

·５３·
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非物理震荡，因此在流场光滑区域，ＦＶＭ的数值
黏性要高于 ＤＧＭ。受到探测器函数以及相关自
由参数的影响，ＤＧＭ在某些区域容易产生非物理
的数值震荡，膨胀波处的震荡也正是由此产生。

表１和表２为不同网格尺度下，３阶 ＤＧＭ和
３阶ＦＶＭ的密度误差Ｌ１范数及其收敛精度。

表１　３阶间断有限元密度误差表
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｅｒｒｏｒｆｏｒ３ｏｄＤＧＭ

网格尺度 Ｌ１误差 收敛精度

０．２ ９．９８Ｅ－３

０．１ ２．１７Ｅ－３ ２．２０

０．０５ ３．８７Ｅ－４ ２．４８

表２　３阶有限体积法密度误差表
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｅｒｒｏｒｆｏｒ３ｏｄＦＶＭ

网格尺度 Ｌ１误差 收敛精度

０．２ ３．０２Ｅ－２

０．１ ６．７９Ｅ－３ ２．１５

０．０５ １．１８Ｅ－３ ２．５２

　　从表中可以看出，随着网格的加密，２种格式
均体现出了网格收敛性，并且收敛的精度大致相

当。相同网格下 ３阶 ＦＶＭ的误差高于 ３阶
ＤＧＭ，这是两者结果差异的主要原因。

３２　激波密度波干扰问题

激波密度波干扰问题是综合考察格式空间分

辨率的一个经典模型算例。图５至图７分别为３
阶ＦＶＭ、２阶ＤＧＭ以及３阶 ＤＧＭ的结果与精确
解的对比。图８为３种方法的密度结果与精确解
对比的局部放大对比。

图５　激波干扰问题３阶有限体积法密度结果
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒｓｈｏｃｋｄｅｎｓｉｔｙｗａｖｅ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇ３ｏｒｄｅｒＦＶＭ

图６　激波干扰问题２阶间断有限元法密度结果
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒｓｈｏｃｋｄｅｎｓｉｔｙｗａｖｅ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇ２ｏｒｄｅｒＤＧＭ

图７　激波干扰问题３阶间断有限元法密度结果
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒｓｈｏｃｋｄｅｎｓｉｔｙｗａｖｅ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇ３ｏｒｄｅｒＤＧＭ

图８　激波干扰问题密度结果局部放大图
Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｚｏｏｍｏｕｔｏｆｄｅｎｓｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒｓｈｏｃｋ

ｄｅｎｓｉｔｙｗａｖｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ

从图中不难看出，每一种格式都很好地区分

了激波的位置，并且较好地反映出滑移线的形态。

由于每一种数值方法的数值耗散大小不同，因此

滑移线处计算得到的密度波峰谷值有所差异，数

值耗散越大的方法，密度波峰谷值的差距越小。３
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阶ＤＧＭ和３阶 ＦＶＭ得到的密度波落差较大，２
阶ＤＧＭ得到的密度波落差较小。

３３　ＮＡＣＡ００１２跨音速扰流问题

ＮＡＣＡ００１２翼型是一经典的跨音速翼型，通
过这一算例主要考察计算跨音速流动的能力。为

了保证每一种方法确实收敛，文中全部采用非定

常计算，计算时间为０．１ｓ，图９为计算网格局部
放大图，网格数目１４０００。图１０至图１２分别为３
阶ＦＶＭ、２阶ＤＧＭ和３阶ＤＧＭ的压力等值线图。
图１３为２阶ＤＧＭ上下壁面的升力系数曲线，图
１４为３阶ＤＧＭ上下壁面的升力系数曲线。从图
中可以看出３种格式均较好地捕捉到上表面激波
所在的位置。从升力系数曲线不难发现，梯度限

制器很好地抑制了激波附近的非物理震荡。同时

对比２阶结果和３阶结果不难发现２种方法对激
波的捕获能力相差不大，这是由于激波附近单元

多项式解主要由限制方法决定，文中２阶格式和
３阶格式使用了相同的限制器，因此激波附近的
流场结构相差不大。

图９　ＮＡＣＡ００１２网格局部放大图
Ｆｉｇ．９　ＴｈｅｓｋｅｔｃｈｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｇｒｉｄｆｏｒＮＡＣＡ００１２

通过该算例比较３种数值方法的计算开销。
表３为３种方法所需要的内存开销比较，以及每
百时间步的计算时间。

表３　有限体积法与间断有限元法计算开销对比
Ｔａｂ．３　ＣｏｍｐａｒｉｎｇｏｆＦＶＭａｎｄＤＧＭ

方法 内存开销（ＭＢ）
ＣＰＵ时间

（ｓ／１００时间步）

３ｏｄＦＶ ２３．０４ １７．１３

２ｏｄＤＧ １９．０ ８．１７

３ｏｄＤＧ ２３．１０ ２４．８６

　　从表３中分析可知，３阶 ＦＶＭ与３阶 ＤＧＭ
这两种数值方法解多项式的自由度数目相同，因

此所需要的内存开销十分接近。虽然网格量较

图１０　ＮＡＣＡ００１２３阶有限体积法压力等值线图
Ｆｉｇ．１０　ＴｈｅｐｒｅｓｓｕｒｅｃｏｎｔｏｕｒｆｏｒＮＡＣＡ００１２

ｕｓｉｎｇ３ｏｒｄｅｒＦＶＭ

图１１　ＮＡＣＡ００１２２阶间断有限元压力等值线图
Ｆｉｇ．１１　ＴｈｅｐｒｅｓｓｕｒｅｃｏｎｔｏｕｒｆｏｒＮＡＣＡ００１２ｕｓｉｎｇ

２ｏｒｄｅｒＤＧＭ

图１２　ＮＡＣＡ００１２３阶间断有限元压力等值线图
Ｆｉｇ．１２　ＴｈｅｐｒｅｓｓｕｒｅｃｏｎｔｏｕｒｆｏｒＮＡＣＡ００１２

ｕｓｉｎｇ３ｏｒｄｅｒＤＧＭ

少，但可以预见随着网格量的增加，高阶格式与低

阶格式在内存开销上的差距将迅速拉大，这是高

精度ＦＶＭ与ＤＧＭ难以用于实际问题的重要原因
之一。通过计算时间的比较不难看出，２阶 ＤＧＭ
多项式的自由度最小，重构模板也最为简单，因此

·７３·
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图１３　２阶间断有限元上下表面升力系数曲线
Ｆｉｇ．１３　Ｔｈｅｌｉｆｔｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｕｒｖｅｏｆｔｏｐａｎｄｂｏｔｔｏｍ

ｗａｌｌｕｓｉｎｇ２ｏｒｄｅｒＤＧＭ

图１４　３阶间断有限元上下表面升力系数曲线
Ｆｉｇ．１４　Ｔｈｅｌｉｆｔｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｕｒｖｅｏｆｔｏｐａｎｄｂｏｔｔｏｍ

ｗａｌｌｕｓｉｎｇ３ｏｒｄｅｒＤＧＭ

计算时间最短；３阶 ＦＶＭ解多项式自由度较多，
因此整个计算时间比２阶ＦＶＭ有了明显的提高；
３阶ＤＧＭ自由度数目多，每个自由度都需要进行
时间积分，另外还需要计算体积分项，这导致３阶
ＤＧＭ的计算过程十分缓慢，每百步计算时间比相
同精度的ＦＶＭ要多很多。对于存在数值间断的
流场，这一差距还将进一步扩大，这也是高精度数

值方法难以用于实际问题的另一个重要原因。

４　结论

通过理论分析以及算例对比，我们得到如下

结论：

１）高精度 ＦＶＭ和高精度 ＤＧＭ均能较好地
捕捉到流场中激波、膨胀波以及滑移线所在位置。

相同精度下，ＤＧＭ的计算误差要明显小于 ＦＶＭ。
ＤＧＭ中需要使用激波探测器和梯度限制器抑制
非物理震荡，激波探测器对计算结果影响较大，需

要根据不同问题合理选择。

２）高精度 ＤＧＭ的重构过程较为简单，ＦＶＭ
的重构过程数学方法较为复杂。在高精度重构方

面，ＤＧＭ与高精度ＦＶＭ相比优势较为明显。
３）高精度ＦＶＭ直接求解控制方程的积分形

式，方程较为简单，时间推进过程的开销比较小。

ＤＧＭ求解控制方程的弱解形式，与积分方程相
比，不仅需要通过高精度数值积分计算体积分项，

还需要将解多项式的每一个自由度都进行时间积

分，计算量显著提高，造成 ＤＧＭ用于实际问题较
为困难。合理地降低时间推进时的多项式自由度

数目可以极大地扩展ＤＧＭ的应用范围。
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