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摘　要：针对热－电场耦合仿真计算中非匹配网格之间的数据插值问题，提出了一种基于紧支径向基函
数点插值的数据传递方法。推导了数据传递矩阵，根据所提出的数据传递方法编制了非匹配网格之间数据

传递计算程序，以若干组非匹配网格之间的温度插值为例进行了验证，并分析了不同参数对计算时间及精度

的影响，结果表明，算法效率较高，计算误差较小，适用于以热－电场耦合为代表的固体域耦合非匹配网格间
的数据传递计算。
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　　多场耦合问题在自然界中广泛存在［１］，随着

高超声速飞行器领域研究的不断深入，热 －电场
之间的耦合作用在高超声速飞行器的设计过程中

被给予了越来越多的重视。热－电场耦合的本质
是固体域耦合，热 －电场耦合计算中要解决的一
个重要问题就是根据电网格单元的温度对其进行

介电常数的赋值，而电网格单元的温度需要根据

与其不匹配的热网格单元节点温度进行插值计

算，热－电耦合场间有效的信息传递最终可化为
固体域耦合场非匹配网格之间的插值问题。

多场耦合信息传递方法从总体上可以分为

局部插值法［１－３］和整体插值法［４－６］。整体插值

法中的径向基函数插值法是散乱数据插值的一

种方法，是逼近理论的一个有力工具［７］，具有计

算格式简单、精度较高等优点，但在求解过程中

通常需要求解巨大的方程组，计算时间较长。

近些年来由 Ｗｅｎｄｌａｎｄ［８］提出的在径向基函数基
础上改进而来的紧支径向基函数方法，由于具

有计算格式简单、计算工作量小、精度较高等优

点，是一种广为采用的数据插值方法［９－１０］。紧

支径向基函数方法多被应用于表面重构和流固

耦合界面插值计算［１１－１２］，应用于固体域耦合插

值的文献较少。

１　紧支径向基函数的数据传递方法

１．１　紧支径向基函数

紧支径向基函数是在径向基函数的基础上得
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到的。径向基函数实际上是一元函数，它以空间

距离作为变量，其表达式如下：

ｆ（ｘ）＝∑ａｊ（‖ｘ－ｘｊ‖）＋∑ｐｉ（ｘ）ｂｉ
（１）

式中，ａｊ为待求系数，为径向基函数，ｘ－ｘｊ为

未知点到已知点 ｊ的欧式距离，∑ｐｉ（ｘ）ｂｉ为保
证方程唯一可解的多项式，对于 ≤２阶的有条件

正定基函数，∑ｐｉ（ｘ）ｂｉ可以采用线性多项式表
示。

径向基函数插值最终归结为求解一个线性方

程组，在数据较多时这是一个大规模矩阵的求逆

问题，易出现数值不稳定的现象［１３］。而紧支径向

基函数在计算中求解矩阵呈稀疏、带状分布，更有

利于大型问题的求解。

Ｗｅｎｄｌａｎｄ定义的紧支径向基函数形式如下：

（Ｒ）＝
（１－Ｒ）ｐＰ（Ｒ），Ｒ＜１
０， Ｒ≥{ １

（２）

式中，ｐ为正整数，Ｒ＝
ｘ－ｘｉ
ｒ０

，ｒ０为紧支半径，

Ｐ（Ｒ）为关于 Ｒ的多项式。Ｗｅｎｄｌａｎｄ给出在三维
情况下，不同连续性的紧支径向基函数见表１［１４］。

表１　不同连续性的紧支径向基函数
Ｔａｂ．１　ＬｉｓｔｏｆＣＳＲＢＦｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｔｉｎｕｉｔｉｅｓ

Ｃ０ （Ｒ）＝（１－Ｒ）２＋

Ｃ２ （Ｒ）＝（１－Ｒ）４＋（４Ｒ＋１）

Ｃ４ （Ｒ）＝（１－Ｒ）６＋（３５Ｒ
２＋１８Ｒ＋３）

Ｃ６ （Ｒ）＝（１－Ｒ）８＋（３２Ｒ
３＋２５Ｒ２＋８Ｒ＋１）

表中（１－Ｒ）ｘ＋的定义为：

（１－Ｒ）ｘ＋＝
（１－Ｒ）ｘ ０≤Ｒ≤１
０ Ｒ{ ＞１

（３）

由于 Ｃ２连续性的紧支径向基函数在 Ｒ３上是
正定的［１４］，且对于曲面重构的结果要优于其他三

个函数，因此本文采用Ｃ２连续性的紧支径向基函
数进行插值计算。

１．２　数据插值方法

通过给定的所有源场点的坐标及函数值，确

定某个目标场点 ｉ处的函数值，设源场点的个数
为ｎ，则基于紧支径向基函数的插值函数为：

ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ（ｘ－ｘｊ）＋∑

４

ｉ＝１
ｐｉ（ｘ）ｂｉ（４）

　　取ｐｉ（ｘ）为线性基，即 ｐｉ（ｘ）＝［１，ｘ，ｙ，ｚ］
Ｔ。

式中，待求系数ａｊ和ｂｊ可以通过插值条件

ｆ（ｘｌ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ（ｘｌ－ｘｊ）＋∑

４

ｉ＝１
ｐｉ（ｘｌ）ｂｉ＝ｈｌ

（５）
和正交条件

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｘｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｙｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｚｉ＝０ （６）

得到，且解唯一存在［４］，其中 ｈｌ为在源场点 ｌ处
的函数值。

由式（４）可得线性方程组：
Ａ Ｐ
ＰＴ[ ]０Ｕ＝Ｈ （７）

其中

Ａ＝ [ ]ｉｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ （８）
Ｕ＝ ａｉ，ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ[ ]４

Ｔ （９）
Ｈ＝ ｈ[ ]ｉ

Ｔ，ｉ＝１，２，…，ｎ （１０）

Ｐ＝

１ ｘ１ ｙ１ ｚ１
１ ｘ２ ｙ２ ｚ２
   

１ ｘｎ ｙｎ ｚ













ｎ

Ｔ

（１１）

因此可解得：

Ｕ＝
Ａ Ｐ
ＰＴ[ ]０

－１

Ｈ （１２）

将式（１１）计算结果带入式（３），即可求解在
插值点处的函数值。

２　算法试验及分析

假设温度场分布函数为：

Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ）＝１０００ｓｉｎ（ｘ×π／４）·ｓｉｎ（ｙ×π／４）·
ｓｉｎ（ｚ×π／４）＋１０００

计算域为０≤ｘ＜１，０≤ｙ＜１，０≤ｚ＜１，每套网
格节点坐标在计算域内等概率随机生成，ｍｅｓｈ１
节点数为５００个，ｍｅｓｈ２节点数为 ７００个，ｍｅｓｈ３
节点数为９００个，ｍｅｓｈ４节点数为１１００个。

首先利用温度场分布函数求出在每套网格各

节点处的温度值Ｔｉ１，然后采用紧支径向基函数方
法以一套网格中各节点处的温度值插值计算另一

套网格中各节点处的温度值 Ｔｉ２，并与 Ｔ
ｉ
１进行对

比。共分为５个实验组，组１（Ｇ１）为 ｍｅｓｈ１插值
ｍｅｓｈ２，组２（Ｇ２）为 ｍｅｓｈ２插值 ｍｅｓｈ３，组３（Ｇ３）
为 ｍｅｓｈ３插值 ｍｅｓｈ４，组 ４（Ｇ４）为 ｍｅｓｈ１插值
ｍｅｓｈ３，组５（Ｇ５）为ｍｅｓｈ１插值ｍｅｓｈ４。

用计算机做３组界面网格计算，计算所采用
的紧支半径为０．２～０．７，列出每组的求解用时和
节点平均相对误差，分别如表２和表３所示。

·６７·
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表２　温度值插值计算时间
Ｔａｂ．２　Ｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｓ　　　　　　

分组
紧支半径

０．２ ０．３ ０．４ ０．５ ０．６ ０．７

Ｇ１ ０．６７１８ ０．９２１８ １．２３４３ １．７１８７ ２．２９６８ ２．８７５０
Ｇ２ １．８２８１ ２．３９０６ ３．２３４３ ４．４２１８ ５．７５００ ７．２３４３
Ｇ３ ３．７１８７ ４．７５００ ６．５０００ ８．８１２５ １１．５４６８ １４．５１５６
Ｇ４ ０．７０３１ １．０１５６ １．４２１８ ２．０４６８ ２．７５００ ３．４８４３
Ｇ５ ０．７５００ １．０９３７ １．６２５０ ２．３７５０ ３．１８７５ ４．１５６２

表３　温度值插值平均相对误差
Ｔａｂ．３　Ａｖｅｒａｇｅｅｒｒｏｒｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

分组
紧支半径

０．２ ０．３ ０．４ ０．５ ０．６ ０．７

Ｇ１ ０．０２０９０６ ０．０２０８１７ ０．０２０７５２ ０．０２０７２５ ０．０２０７１３ ０．０２０７１５
Ｇ２ ０．０２０５５９ ０．０２０４５２ ０．０２０４２３ ０．０２０４３２ ０．０２０４６０ ０．０２０５０５
Ｇ３ ０．０２０９５９ ０．０２０８２２ ０．０２０７６４ ０．０２０７４６ ０．０２０７５１ ０．０２０７６８
Ｇ４ ０．０２０５３８ ０．０２０４６３ ０．０２０４２１ ０．０２０４２４ ０．０２０４４５ ０．０２０４８０
Ｇ５ ０．０２１０４６ ０．０２０９７６ ０．０２０９２７ ０．０２０９０９ ０．０２０９０８ ０．０２０９１８

　　根据表２的内容可以看出：每一实验组内的
插值计算时间随紧支半径的加大而增长；当插值

网格节点数相同（Ｇ１、Ｇ４和Ｇ５）且紧支半径一定
时，计算时间随被插值网格节点数的增加近似呈

线性增长（如图１所示）且增长速度极小（斜率为
１０－２～１０－３量级），这是由于大部分计算时间都耗
费在求解式（７）上，被插值网格的节点数只影响
将式（７）带入式（３）的计算过程；当被插值网格节
点数相同（Ｇ２和 Ｇ４，Ｇ３和 Ｇ５）且紧支半径一定
时，如图１所示，由于插值网格节点数的增大导致
在紧支半径域内的节点数增多，而这些点的个数

决定了式（７）中的系数矩阵的维数，因此计算时
间随插值网格节点数的增大而显著增长。

由表３的内容可知：每一实验组内的插值平
均误差随紧支半径的增大先减小后略有增加（如

图３所示），这与文献［５］中流固耦合界面插值所
获得的结论不同，说明采用紧支径向基函数方法

在固体域内进行非匹配网格节点插值的精度并不

是随紧支半径单调增加的，因此在计算时要对紧

支半径进行优化以提高计算精度；在所有实验组

中，插值计算的平均误差不超过２．２％，能够满足
一般工程计算的精度要求。

计算时间和平均误差分别如图２、３所示。图
２中，各组插值的计算时间随紧支半径的增大呈
加速上升趋势。图３中，Ｇ１平均误差随紧支半径
增大单调递减，Ｇ２～Ｇ５平均误差则先随紧支半
径增大下降，当ｒ＞０．５后又略有上升。Ｇ５中，插
值网格节点数与被插值网格节点数之比为 λ＝

５００／１１００＝０．４５４５，在５组数据中最小，即在单位
紧支域内已知信息节点数（ｍｅｓｈ１节点数）相对于
未知信息节点数（ｍｅｓｈ４节点数）最少，故 Ｇ５的
平均误差最大。Ｇ１～Ｇ４误差曲线的分布并未严
格按照插值网格节点数与被插值网格节点数之比

与误差反相关的规律，说明对于固体域插值，计算

精度与非匹配网格之间的节点分布影响较大，与

流固耦合边界面插值的计算结果有一定区别［９］。

图１　计算时间随被插值网格节点数的变化规律
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅ

ａｎｄｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｍｅｓｈｎｏｄｅｓ

综上所述，对于域耦合非匹配网格的插值计

算，采用常用于流固耦合界面数据传递的紧支径

向基函数方法，其计算时间主要受插值网格的节

点个数及紧支半径的影响；与边界面数据插值的

差异在于计算误差并不随紧支半径的增大而单调

减小；在具体计算时，可以通过合理的紧支半径取

·７７·
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图２　计算时间随紧支半径变化
Ｆｉｇ．２　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅａｎｄＣＳＲ

图３　平均误差随紧支半径变化
Ｆｉｇ．３　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎａｖｅｒａｇｅｅｒｒｏｒａｎｄＣＳＲ

值及插值网格节点疏密度对计算时间和计算精度

进行优化；总体上具有较高的精度，能够满足一般

工程计算的误差要求。

３　结论

本文将流固耦合边界面数据交互的紧支径向

基函数方法应用于以热－电耦合为代表的固体域
耦合非匹配网格节点之间的数据传递。推导了紧

支径向基函数的公式，并根据所推导的公式编制

了数据接口程序。通过算例的计算验证了该方法

在固体域耦合数据传递的应用，结果表明，该方法

能够满足工程计算的精度要求，对于多场耦合计

算具有较好的通用性，可以根据具体情况，选用合

适的紧支半径和网格密度，以满足不同的计算效

率和计算精度的要求。
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