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应用径向基代理模型实现序列自适应再采样优化策略
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摘　要：针对径向基插值代理模型样本点预测误差为零时无法获得误差函数进行序列再采样优化的问
题，将样本点分布约束引入序列再采样过程，利用潜在最优解加速收敛性，提出一种适用于径向基插值代理

模型序列优化的再采样策略，该策略兼顾仿真模型的输出响应特性与样本点的空间分布特性。仿真结果表

明，使用该再采样策略后，算法寻优效率和精度均优于传统基于代理模型的优化方法，在对最优解进行有效

预测的同时，能显著减少原始模型计算次数。
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　　优化设计是在满足设定的性能指标和约束条
件的前提下，寻求能够使系统性能最优的设计变

量组合。飞行器优化设计过程通常需要多次调用

复杂分析模型，为了在保证精度的同时尽可能降

低计算成本，往往采用计算效率较高的代理模型

替代复杂分析模型［１－２］。代理模型基本思想是在

一定的精度条件下，用一个简单逼近函数近似替

代复杂高精度性能分析模型，利用已知点（样本）

的响应信息来预测未知点响应值。代理模型的构

造在数学上可以通过拟合与插值来实现［３］。Ｊｉｎ
等［４］利用１４个代表不同类型问题的算例对多项
式回归、多变量自适应回归样条、径向基函数以及

Ｋｒｉｇｉｎｇ方法４种代理模型方法进行系统对比后
发现，在同时考虑模型精度和鲁棒性时，径向基函

数模型是最为可靠的。

基于代理模型的优化方法主要包括试验设计

获取样本点、计算样本点的响应值并通过近似建

模方法构造代理模型和基于代理模型进行优化分

析等步骤［１，５］。为了提高分析精度，序贯采样的

方法得到了广泛的应用。再采样过程中合理采样

策略能够提升算法对最优解的预测性能［１，６］。目

前常用的再采样策略主要有［５］：ＥＩ准则［７］、潜在

最优加点准则、最大曲率准则等。ＥＩ准则由
Ｊｏｎｅｓ［７］提出，主要基于近似误差和目标函数上界
的估计进行加点，但上界的估计过度依赖于经验；

潜在最优加点准则有较快的收敛速度，但很容易

陷入局部最优。

１　径向基插值基本原理

径向基函数方法本质上是采用一元函数来对
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多元函数进行描述，其在多变量插值中发挥着重

要作用［８］。径向基插值可以表示为

ｓ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｗｋφｋ（ｒｋ） （１）

式中，Ｎ为采样点个数，ｗｋ为每个样本点的权系
数，φｋ（ｒｋ）为基函数。其中 ｒｋ表示某点 ｘ距中心
点ｘｋ的距离（通常为欧氏距离），即：

ｒｋ＝‖ｘ－ｘｋ‖ （２）
将ｘｋ的响应值ｙｋ代入式（１），得

ｓ（ｘｋ）＝ｙｋ ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｗｋφｋ（ｒｉｋ），（ｉ＝１，２，…，Ｎ）

（３）
式（３）中，φｋ（ｒｉｋ）为基函数，常用的基函数形
式有：

Ｇａｕｓｓ函数———φ（ｒ）＝ｅ－
ｒ２

ｃ２；

Ｍｕｌｔｉｑｕａｄｒｉｃ函数———φ（ｒ）＝（ｒ２＋ｃ２）
１
２；

逆Ｍｕｌｔｉｑｕａｄｒｉｃ函数———φ（ｒ）＝（ｒ２＋ｃ２）－
１
２。

式中，ｒｉｋ为ｘｉ距中心点ｘｋ的欧氏距离，ｃ为形状参
数，当基函数为Ｇａｕｓｓ函数时，形状参数通常取

ｃ＝
ｄｍａｘ
槡ｍ

ｍ
槡Ｎ

上式中，ｄｍａｘ为采样点之间的最大距离，ｍ为设计
变量的个数。已经证明，在采样点两两不同时，式

（３）有唯一解，即可求得权系数 ｗｋ和代理模型
ｓ（ｘ）。　　

由于径向基函数的非线性泛化能力较强，而

对线性函数的近似精度较差，因此，在计算过程中

引入线性修正项，此时的径向基函数插值形式为：

ｓ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｗｋφｋ（ｒｋ）＋λ０＋∑

ｍ

ｊ＝０
λｊｘｊ （４）

式（４）中，λ０为常数项。通常先利用最小二乘法得
到λｊ（ｊ＝０，１，…，ｍ），再用径向基函数插值得出

∑
Ｎ

ｋ＝１
ｗｋφｋ（ｒｋ），即可得到经过所有采样点的径向基

插值代理模型。

２　基于径向基插值代理模型的序列优化
方法

　　基于代理模型进行优化设计的过程中，采样
点越多，代理模型越精确，但需要调用的高精度分

析的次数也会随之增加，序贯近似建模方法通过

权衡训练样本数量和近似精度，得到精度与效率

折中的代理模型［１］。其主要流程如图 １所示。
采样策略主要包括从已知样本集中选择［９］和直

接选择两种。直接选择过程中，采样点集中加入

新点后对样本点集均匀散布特性进行优化［１０］（主

要包括极大化最小距离、极小化相关系数、极大化

熵等准则），找到最优采样点，再次调用原始计算

模型，并将其计算结果添加到训练样本中，重新构

造输入－输出代理模型。再采样过程中不进行优
化分析，不能有效利用前期代理模型信息指导寻

优过程，且需要额外的验证样本来对代理模型进

行验证，增加了耗时的分析模型计算次数。

图１　序贯近似建模流程
Ｆｉｇ．１　Ｇｅｎｅｒａｌｐｒｏｃｅｓｓｏｆｓｅｑｕｅｎｔｉａｌａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍｏｄｅｌｉｎｇ

序列优化是在代理模型构造过程中，充分利

用前期代理模型的信息进行合理加点，能够利用

每次构造的代理模型信息来指导下一次的采样。

每次将新的样本点加入到训练样本集后进行优化

分析，根据当前的分析结果寻找最可能接近全局

最优解的点加入到样本集中，进行下一轮迭代。

算法流程如图 ２所示。

图２　序列优化流程图
Ｆｉｇ．２　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

在基于代理模型的优化设计过程中，关心的

往往是代理模型对最优解及其附近函数特性进行

准确预测的能力，而对全局的近似精度要求并不

是很苛刻，所以可以适当放宽全局的近似精度以

保证对最优解附近区域的高精度近似。

３　序列优化中的再采样策略

在已有的序贯采样策略中，对模型的响应特

性考虑不足，仅考虑了采样点的空间分布特性。

文献［７］提出，把潜在最优解（前期代理模型的最
优解）加入到样本集中重新构造代理模型从而提

高模型响应特性，这种方法可使局部近似能力增

加迅速，很快收敛到局部最优，但一旦陷入局部最

优则很难跳出局部最优再进行全局搜索。方法应

·９１·
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用示例如图３所示，对于优化问题
ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎ（４ｘ）→ｍａｘ
（０≤ｘ≤３．５）

设初始采样点个数为３，后续加点过程中将
代理模型的最优点加入到训练样本中重新构造代

理模型。

由图３可知函数的全局最优点为 ｆ（３．５）＝
３．４６７１，而潜在最优解序列加点优化结果将收敛
于局部最优ｆ（１．９９４７）＝１．９７９２。由图３可得，
潜在最优解策略一旦寻得局部最优，算法将会迅

速收敛于局部最优，不具备向未知空间探索进而

找到全局最优解的能力。这种方法仅考虑样本空

间分布特性的采样策略，忽略了优化的目的是对

最优解进行预测这一问题，对设计空间一视同仁，

在采样点不断增加过程中，尽管可以对全局进行

有效近似，但却带来了很多无效的计算。

（ａ）初始代理模型

（ｂ）最终代理模型
（……精确模型　———代理模型　▲采样点）

图３　潜在最优解序列加点优化结果
Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｕｌｔｏｆｐｏｔｅｎｔｉａｌｏｐｔｉｍｕｍｓｏｌｕｔｉｏｎｏｐｔｉｍｉｚｅｄ

ｂｙｒｅｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓｔｏｓｅｑｕｅｎｃｅ

本文提出一种有效再采样策略，同时兼顾全

局近似能力和算法收敛速度。对采样点空间分布

特性描述的量化指标有极大极小距离准则 φｐ，中
心化偏差准则ＣＬ２，最大列相关系数 ρｍａｘ等

［１１－１２］。

考虑到径向基插值过程中如果样本点间距太小，会

导致系数矩阵条件数过大，出现龙格现象，影响插

值的稳定［１３］。因此，将极小距离准则φｐ作为目标
进行优化。模型的量化指标就是目标函数ｆ（ｘ）本
身。再采样通过如下优化问题求解来实现：

ｍａｘ：ｓ（ｎ）（ｘ）
ｓ．ｔ．ｘ∈Ｘ
ｄ（ｘ）≥

{
δ

（５）

式（５）中，δ为最小距离约束阈值，选择合适的 δ
对采样结果有重要影响，进而影响整个序列优化

的求解效率。

在进行优化的初期，采样点较为稀疏，代理模

型可能不够精确，不足以反映函数在整个设计空

间的变化规律，此时希望新的采样点能够偏向于

探索，在未采样的区域进行采样，提高更新后代理

模型的全局近似精度，因此最小距离约束 δ应该
适当取大。在优化问题进行的后期，随着采样点

的不断加入，代理模型不断得到更新，其全局近似

精度不断提高，此时应更关注代理模型对最优解

的表征特性以及算法的收敛性，因此，应适当减小

距离约束δ，使采样点在最优解附近集中，进一步
增加函数在最优解附近的近似精度。而对于其他

区域则可适当放宽其精度要求以实现快速收敛，

若此时再对其他区域和最优解附近同等对待则会

增加大量不必要的计算，降低优化效率。δ的调
整方法如式（６）所示：

δ＝ｍｉｎ（ （ｘｉ－ｘｊ）
Ｔ（ｘｉ－ｘｊ槡 ））

　　　（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ，ｉ≠ｊ） （６）
式中，Ｎ为采样点个数，ｘｉ，ｘｊ为采样点的坐标，开
始优化时采样点较少，采样点之间的最小距离较

大，使得新的采样点可以向未知区域探索，采样点

个数增加到比较多时，之间的距离就会减小，可以

实现向最优区域搜索，因此采用式（６）所示的最
小距离约束可以使根据式（５）所得到的新采样点
具有自适应特性。

基于本文自适应再采样策略的序列优化过程

如下：

１）采样点ｘｋ（ｋ＝１，２，…，Ｎ），初始约束下限
ｄ，最大加点个数ｎｍａｘ；
２）计算采样点的响应，构造初始代理模

型ｓ（ｘ）；
３）寻找代理模型ｓ（ｘ）全局最优点 ｘｏｐｔ，ｉ，若 ｉ

＝ｎｍａｘ，则输出ｘｏｐｔ，ｉ，算法终止；若ｘｏｐｔ，ｉ＝ｘｏｐｔ，ｉ－１，则
转步骤４，否则，转步骤６；
４）若ｓｉ（ｘｏｐｔ，ｉ）＝ｓｉ－１（ｘｏｐｔ，ｉ），转步骤５，否则，

转步骤６；
５）若ｓｉ（ｘｏｐｔ，ｉ）＝ｆ（ｘｏｐｔ，ｉ），算法终止，否则，计

算响应ｆ（ｘｏｐｔ），将（ｘｏｐｔ，ｆ（ｘｏｐｔ））加入样本集，转步
骤６；
６）以φｐ（ｘ）大于约束下限 ｄ为约束对 ｓ（ｘ）

进行优化，寻找代理模型最优解 ｘｏｐｔ。计算响应
ｆ（ｘｏｐｔ），将（ｘｏｐｔ，ｆ（ｘｏｐｔ））加入到训练样本集中并
调整约束下限ｄ；
７）基于新的样本集，构造代理模型 ｓｉ＋１（ｘ），

·０２·
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转到步骤２。
算法流程如图４所示。

图４　改进序列近似优化流程图
Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｅｎｈａｎｃｅｄｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

在序列优化过程中，约束下限自适应地调整，

每次加点后，约束下限调整为所有样本点中的最

小距离。这可以使算法在优化前期有较强的全局

搜索能力，后期减小约束，便于算法向最优解收

敛。加点过程如图５所示。
图５逐步展示了采样点和代理模型的更新过

程，由于引入了最小距离约束，采样点并没有在局

部最优点附近聚集。由图５可知，第５次采样后，
已经可以找到最优解，但不收敛，继续增加采样

点，采样点逐渐收敛于最优解，说明通过同时将距

离和目标函数最大化，可以有效避免收敛于局部

最优。

（ａ）初始代理模型

（ｂ）第一次加点

（ｃ）第二次加点

（ｄ）第三次加点

（ｅ）第四次加点

（ｆ）第五次加点

（ｇ）最终代理模型和采样点
图５　约束样本距离的加点策略

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓａｍｐｌｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｙｗｉｔｈｄｉｓｔａｎｃｅｏｆｓａｍｐｌｉｎｇ
ｐｏｉｎｔｓｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ

４　算法验证

４．１　数学测试算例

针对多约束优化问题，在基于代理模型优化

过程中，由于所有的约束也是通过计算模型给出，

·１２·
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并不是显式约束，所以必须对所有的约束和目标

函数一起构造相应的代理模型，再进一步进行优

化分析。对多约束标准算例［１４］：

　　ｆ（ｘ）＝－（ｘ１－１）
２－（ｘ２－０．５）

２→ｍｉｎ

ｓ．ｔ．ｇ１（ｘ）＝
（ｘ１－３）

２＋（ｘ２＋２）[ ]２ ｅｘｐ（－ｘ７２）
１２ －１≤０

ｇ２（ｘ）＝（１０ｘ１＋ｘ２）／７－１≤０

ｇ３（ｘ）＝
（ｘ１－０．５）

２＋（ｘ２－０．５）
２

０．２ －１≤０

　　　　　　　　０≤ｘ≤１
（７）

函数图像如图 ６所示。可行域是两个离散
的区域，有一个局部最优解

ｆ（０．２６２３，０．１２２３）＝－０．６８６７
和一个全局最优解

ｆ（０．２０１６，０．８３３２）＝－０．７４８４

———ｆ（ｘ）等值线　 约束边界　 可行域

图６　算例１可行域图像
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｆｅａｓｉｂｌｅｒｅｇｉｏｎｏｆｃａｓｅ１

序列优化的初始采样点个数取为５，采用优化拉
丁超立方采样［１５］，初始采样点和初始代理模型如

图 ７所示。
序列加点个数上限为２５，最终优化结果为：

ｘ＝（０．２０１９，０．８３３２）Ｔ

ｆ（ｘ）＝－０．７４７９
ｇ１（ｘ）＝－０．０００２

ｇ２（ｘ）＝－０．５９２５

ｇ３（ｘ）＝－０．０００５
所有采样点分布和最终代理模型如图 ８

所示。

Ｋｉｔａｙａｍａ［１４］在对本算例进行序列优化过程中
加点３５个时，算法收敛于

ｘ＝（０．２０２４，０．８３２７）Ｔ

ｆ（ｘ）＝－０．７４６８
ｇ１（ｘ）＝－０．００００

ｇ２（ｘ）＝－０．５９１９

ｇ３（ｘ）＝－０．００００

———ｆ（ｘ）等值线　 约束边界　▲采样点

图７　算例１初始采样点与代理模型
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌａｎｄ

ｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓｏｆｃａｓｅ１

———ｆ（ｘ）等值线　 约束边界　▲采样点

图８　算例１所有采样点及最终代理模型
Ｆｉｇ．８　Ｆｉｎａｌｓｕｒｒｏｇａｔｅｍｏｄｅｌａｎｄ
ｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓｏｆｃａｓｅ１

加点上限取 ５０，所有采样点的分布如图 ９
所示。

优化设计的目标应该是最优点尽量远离约束边

界，文中的搜索结果在性能上略优于Ｋｉｔａｙａｍａ的结
果，约束距离边界也比Ｋｉｔａｙａｍａ的结果要略远。

·２２·
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———约束边界　▲采样点

图９　Ｋｉｔａｙａｍａ的采样结果
Ｆｉｇ．９　ＴｈｅｓａｍｐｌｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＫｉｔａｙａｍａ

与Ｋｉｔａｙａｍａ的采样点相比，本文的采样点的
分布更靠近可行域，除初始采样点外，序列加点过

程中添加的点均在可行域附近，因此提高了可行

域内的近似精度，从而得到了性能更优的解。

４．２　工程优化算例

图１０　焊接梁空间结构示意图
Ｆｉｇ．１０　Ｗｅｌｄｅｄｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

本节以焊接梁的最小化焊接成本为例，验证

本文算法的有效性。焊接梁的空间结构如图 １０
所示，其优化设计的目标是在满足约束的条件下

尽量降低制造成本，４个设计变量分别是 ｈ（ｘ１），
ｌ（ｘ２），ｔ（ｘ３）和ｂ（ｘ４），约束有最大应力约束、最大
变形约束、形状约束等。

焊接梁优化的数学模型为：

ｍｉｎ：ｆ（ｘ）＝１．１０４７１ｘ２１ｘ２＋
０．０４８１１ｘ３ｘ４（１４．０＋ｘ２）

　ｓ．ｔ．　ｇ１（ｘ）＝τ（ｘ）－τｍａｘ≤０
ｇ２（ｘ）＝σ（ｘ）－σｍａｘ≤０
ｇ３（ｘ）＝ｘ１－ｘ４≤０

ｇ４（ｘ）＝０．１０４７１ｘ
２
１＋

　０．０４８１１ｘ３ｘ４（１４．０＋ｘ２）－５．０≤０
ｇ５（ｘ）＝０．１２５－ｘ１≤０
ｇ６（ｘ）＝δ（ｘ）－δｍａｘ≤０
ｇ７（ｘ）＝Ｐ－Ｐｃ（ｘ）≤０

其中：

τ（ｘ）＝ （τ′）２＋２τ′τ″
ｘ２
２Ｒ＋（τ″）槡

２，τ′＝ Ｐ

槡２ｘ１ｘ２

τ″＝ＭＲＪ，Ｍ＝Ｐ（Ｌ＋
ｘ２
２），Ｒ＝

ｘ２２
４＋（

ｘ１＋ｘ３
２ ）

槡
２

Ｊ 槡＝２ ２ｘ１ｘ２
ｘ２２
１２＋（

ｘ１＋ｘ３
２ ）[ ]{ }

２

，σ（ｘ）＝６ＰＬ
ｘ４ｘ

２
３

δ（ｘ）＝４ＰＬ
３

Ｅｘ３３ｘ４

Ｐｃ（ｘ）＝
４．０１３Ｅ ｘ２３ｘ

６
４／槡 ３６

Ｌ２ １－
ｘ３
２Ｌ

Ｅ
４槡( )Ｇ

Ｐ＝６０００ｌｂ，Ｌ＝１４ｉｎ，Ｅ＝３０×１０６ｐｓｉ
Ｇ＝１２×１０６ｐｓｉ，τｍａｘ＝１３６００ｐｓｉ
σｍａｘ＝３００００ｐｓｉ，δｍａｘ＝０．２５５ｉｎ

初始采样２５个点，序列更新次数上限设置为
１００，算法在第 ６６次更新后收敛，收敛曲线如图
１１、图１２所示。从误差收敛曲线可以看出在优化
的前期，由于函数的信息不足，算法趋向于在未知

区域的探索，采样点位置较为随机，在算法后期，

代理模型能够正确反映函数的变化规律，采样点

在最优解附近聚集，提高最优点附近区域的近似

精度，找到精度更高的最优解。

图１１　相对误差收敛曲线
Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ

最终优化结果的设计变量和约束值如表１所
示。同时，表１还列出了文献［１６－１８］中对此问
题的优化结果。通过本文算法与文献中算法结果

的对比，本文在计算精度不降低的情况下，显著减

·３２·
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图１２　函数值收敛曲线
Ｆｉｇ．１２　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｖａｌｕｅ

少了模型的运算次数。

表１　焊接梁优化结果对比
Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｗｅｌｄｅｄｂｅａｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

本文算法 文献［１６］ 文献［１７］ 文献［１８］

ｘ１ ０．２０５７６７ ０．２０５７３０ ０．２０３１３７ ０．２０２３６９
ｘ２ ３．４７００６４ ３．４７０４８９ ３．５４２９９８ ３．５４４２１４
ｘ３ ９．０３５８１５ ９．０３６６２４ ９．０３３４９８ ９．０４８２１０
ｘ４ ０．２０５７６７ ０．２０５７３０ ０．２０６１７９ ０．２０５７２３
ｇ１（ｘ） －０．１８ ０．００００００ －４４．５７８５６－１２．８３９７９
ｇ２（ｘ） －０．０１ －０．０００００２－４４．６６３５３－１．２４７４６７
ｇ３（ｘ） ０．００ ０．００００００ －０．００３０４２－０．００１４９８
ｇ４（ｘ） －３．３９０５４ －３．４３２９８４－３．４２３７２６－３．４２９３４７
ｇ５（ｘ）－０．０８０７６７－０．０８０７３０－０．０７８１３７－０．０７９３８１
ｇ６（ｘ）－０．２３５５３９－０．２３５５４０－０．２３５５５７－０．２３５５３６
ｇ７（ｘ） －２．８７４ ０．００００００ －３８．０２８２６－１１．６８１３５
ｆ（ｘ） １．７２４９９３ １．７２４８０ １．７３３４６ １．７２８０２

模型调

用次数
９１ ２００００ ＞１０００００ ＞１０００００

５　结论

本文分析了已有再采样策略特点，发现其不

能很好地兼顾采样点空间分布特性和模型输出特

性；提出一种新的再采样策略，该策略能有效平衡

局部开发和全局探索能力，有效提升对最优解的

预测性能。仿真结果表明，针对数学测试算例和

工程优化算例，本文算法都能对最优解进行有效

预测，同时减少原始模型的调用次数，特别适用于

复杂系统分析模型的优化设计。
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