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摘　要：为解决求解双材料界面裂纹应力强度因子等断裂参量的困难，在常规单元位移模式中引入界面
裂纹尖端位移场，构建加料界面裂纹单元和过渡单元的位移模式，推出了加料有限元方程。采用不同的加料

单元和过渡单元配置方案，建立了方形板中心界面裂纹和矩形板单边斜界面裂纹的加料有限元模型，求解有

限元方程直接得到应力强度因子，与解析解的结果对比，表明该方法具有较高的精度，可方便地推广应用于

界面裂纹的计算分析中。
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　　由多相物质组成的新材料在工程上的应用日
益增多，不同材料的宏观结构之间存在着界面，因

此，工程结构中的界面是广泛存在的：如固体火箭

发动机壳体／绝热层、绝热层／衬层（包覆层）、衬
层／推进剂药柱之间的界面，复合材料、多相材料
中的异质界面等。界面是各种组合结构最薄弱的

地方，往往容易产生裂纹，裂纹在一定条件下的不

稳定扩展将导致组合结构的解体，因此，界面问题

变得越来越重要［１］，而如何精确求解应力强度因

子等断裂参量是界面断裂问题的重要内容。计算

界面裂纹应力强度因子常用的方法主要有权函数

法［２］、边界元方法［３］、奇异有限元方法［４］和扩展

有限元法［５］等数值方法。加料有限元方法最早

由Ｂｅｎｚｌｙ［６］提出用于解决单相材料的断裂力学问
题。１９８５年 Ｃｈｅｎ［７］首先采用加料有限元法解决

双材料界面裂纹问题，通过在１２节点四边形单元
引入加料项构造了加料界面裂纹元，但加料单元

与常规单元之间没有采用过渡单元。此后，

Ｂａｙｒａｍ［８］将加料单元与罚函数结合解决基于接
触模型的界面裂纹问题，段静波［９］等将加料单元

应用于粘弹性材料，研究了单相线粘弹性材料中

的断裂问题。Ｃｈｅｎ等的方法较好地求解了双材
料界面裂纹的应力强度因子，但工程应用不便，且

不能直接应用于斜界面裂纹。

１　界面裂纹加料单元位移模式

１１　加料裂尖单元

加料单元包括加料裂尖单元以及为了保证加

料单元和常规单元位移协调一致而引入的过渡单
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元。图１所示双线弹性材料界面裂纹（Ｅ１，ν１，Ｅ２，
ν２分别表示材料１和材料２的弹性模量和泊松
比），在裂尖直角坐标系 ｘ′ｏ′ｙ′中，裂纹尖端位移
场表达式如下［７］：

ｕｘ′＝
ｒ／（２π槡 ）

４μｊｃｏｓｈ（πζ）
［Ｋ１（Ｄｊ＋２δｊｓｉｎθｓｉｎΘ）－

Ｋ２（Ｅｊ－２δｊｓｉｎθｃｏｓΘ）］

ｕｙ′＝
ｒ／（２π槡 ）

４μｊｃｏｓｈ（πζ）
［－Ｋ１（Ｅｊ＋２δｊｓｉｎθｃｏｓΘ）－

Ｋ２（Ｄｊ－２δｊｓｉｎθｓｉｎΘ）］ （１）

图１　界面裂纹坐标系
Ｆｉｇ．１　Ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｃｒａｃｋｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

其中，ｕｘ′，ｕｙ′为 ｘ′和 ｙ′方向的位移，ｒ，θ为裂尖局
部极坐标下的径向和周向坐标，下标 ｊ表示两种
不同的材料（ｊ＝１，２），μ为剪切模量，Ｋ１，Ｋ２为界
面裂纹张开型和滑开型模态的应力强度因子

（ＳｔｒｅｓｓＩｎｔｅｎｓｉｔｙＦａｃｔｏｒ，ＳＩＦ），ζ为结合材料的振
荡指数，定义如下：

σｙ＋ｉτｘｙ θ＝０＝
Ｋ１＋ｉＫ２
２π槡 ｒ

（ｒ）ｉζ （２）

ζ＝ｌｎ［（１－β）／（１＋β）］／（２π） （３）
Ｄｕｎｄｕｒｓ参数为：

β＝
μ１（κ２－１）－μ２（κ１－１）
μ１（κ２＋１）＋μ２（κ１＋１）

（４）

其中，κ为Ｋｏｌｏｓｏｖ常数，对于平面应力 κ＝（３－
ν）／（１＋ν），对于平面应变 κ＝３－４ν，式（１）中其
他参数表达式如下：

δ１＝ｅ
－（π－θ）ζ，δ２＝ｅ

（π＋θ）ζ；

Θ＝ζｌｏｇｒ＋０．５θ；
Ｄｊ＝αγｊｃｏｓ（０．５θ）＋α′γ′ｊｓｉｎ（０．５θ）；
Ｅｊ＝α′γｊｃｏｓ（０．５θ）－αγ′ｊｓｉｎ（０．５θ）；

α＝０．５ｃｏｓ（ζｌｏｇｒ）＋ζｓｉｎ（ζｌｏｇｒ）
０．２５＋ζ２

；

α′＝０．５ｓｉｎ（ζｌｏｇｒ）－ζｃｏｓ（ζｌｏｇｒ）
０．２５＋ζ２

；

γｊ＝κｊδｊ－１／δｊ，γ′ｊ＝κｊδｊ＋１／δｊ。
将裂尖渐进位移场加入到相应的常规单元位

移场中，需要进行坐标变换，把裂尖直角坐标系

ｘ′ｏ′ｙ′中的位移ｕｘ′，ｕｙ′变换为整体坐标系ｘｏｙ中的
位移ｕｘ，ｕｙ，变换关系式如下：

ｕｘ－ｘｏ′
ｕｙ－ｙ[ ]

ｏ′

＝
ｃｏｓ（ｘ′，ｘ）　ｃｏｓ（ｙ′，ｘ）
ｃｏｓ（ｘ′，ｙ）　ｃｏｓ（ｙ′，ｙ[ ]） ｕｘ′

ｕ[ ]
ｙ′

（５）

其中，（ｘｏ′，ｙｏ′）为裂尖在整体坐标系中的坐标。
对于４节点四边形等参元，在常规位移模式中加
入界面裂纹裂尖渐进位移项后，可得：

ｕｉ＝αｉ１＋αｉ２ξ＋αｉ３η＋αｉ４ξη＋

　　ｆｉ１（ｒ，θ）Ｋ１＋ｆｉ２（ｒ，θ）Ｋ２
（６）

其中，ｕｉ（ｉ＝１，２）分别表示总体坐标系下加料界
面裂纹单元ｘ，ｙ方向的位移，ξ，η分别为单元局
部坐标系的坐标轴，ｆｉｊ（ｒ，θ）为裂尖角函数，根据
界面裂纹的裂尖渐进位移场表达式，有：

ｆ１１＝
ｒ／（２π槡 ）

４μｊｃｏｓｈ（πζ）
［ｃｏｓ（ｘ′，ｘ）（Ｄｊ＋２δｊｓｉｎθｓｉｎΘ）－

　　ｃｏｓ（ｙ′，ｘ）（Ｅｊ＋２δｊｓｉｎθｃｏｓΘ）］

ｆ１２＝
－ ｒ／（２π槡 ）

４μｊｃｏｓｈ（πζ）
［ｃｏｓ（ｘ′，ｘ）（Ｅｊ－２δｊｓｉｎθｃｏｓΘ）＋

　　ｃｏｓ（ｙ′，ｘ）（Ｄｊ－２δｊｓｉｎθｓｉｎΘ）］

ｆ２１＝
ｒ／（２π槡 ）

４μｊｃｏｓｈ（πζ）
［ｃｏｓ（ｘ′，ｙ）（Ｄｊ＋２δｊｓｉｎθｓｉｎΘ）－

　　ｃｏｓ（ｙ′，ｙ）（Ｅｊ＋２δｊｓｉｎθｃｏｓΘ）］

ｆ２２＝
－ ｒ／（２π槡 ）

４μｊｃｏｓｈ（πζ）
［ｃｏｓ（ｘ′，ｙ）（Ｅｊ－２δｊｓｉｎθｃｏｓΘ）＋

　　ｃｏｓ（ｙ′，ｙ）（Ｄｊ－２δｊｓｉｎθｓｉｎΘ

























）］

（７）
将４节点四边形等参元的节点局部坐标（ξｉ，

ηｉ）代入式（６）中，可得到广义坐标 αｉｊ的表达式，
再将得到的广义坐标回代到式（６）中，得到加料
界面裂尖单元的位移模式如下：

ｕｉ＝∑
ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珔ｕｉｍ ＋

　　∑
２

ｊ＝１
Ｋｊｆｉｊ（ｒ，θ）－∑

ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珋ｆｉｊｍ（ｒ，θ[ ]{ }）

（８）
其中，Ｎｍ（ξ，η）为常规等参元形函数，ｍｋ为单元
节点数，珔ｕｉｍ为第ｍ个节点处的节点位移值，珋ｆｉｊｍ（ｒ，
θ）为角函数ｆｉｊ（ｒ，θ）在第ｍ个节点处的函数值，Ｋｊ
为附加节点自由度，即界面裂纹应力强度因子。

１２　过渡单元

在加料裂尖单元和常规单元之间采用过渡单

元，以消除两种单元因位移模式引起的位移不协

调问题，从而保证有限元解得收敛，提高计算精

度。在加料裂尖单元位移模式的基础上，引入一

·６１１·
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个调整函数 Ｚ（ξ，η）来构造过渡单元内位移模
式，即：

ｕｉ＝∑
ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珔ｕｉｍ ＋Ｚ（ξ，η）

∑
２

ｊ＝１
Ｋｊｆｉｊ（ｒ，θ）－∑

ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珋ｆｉｊｍ（ｒ，θ[ ]{ }）

（９）
其中，调整函数Ｚ（ξ，η）须满足：Ｚ（ξ，η）在过渡单
元与加料裂尖单元交界边上为１，在过渡单元与
常规单元交界边上为０，实现从加料裂尖单元到
常规单元的协调过渡。采用相对简单的线性调整

函数：

Ｚ（ξ，η）＝
０．２５（１±ξ）（１±η） （ξ＝±１，η＝±１）
０．５（１±ξ） （ξ＝±１）
０．５（１±η） （η＝±１

{
）

（１０）
在有限元分析过程中，需要根据过渡单元与加料

裂尖单元的连接方式以及过渡单元的局部坐标

系，选择适当的表达式。例如，当过渡单元的边

ξ＝１与加料裂尖单元连接时，满足条件的调整函
数Ｚ（ξ，η）表达式为Ｚ（ξ，η）＝０．５（１＋ξ）。

２　有限元方程

为了便于推导有限元方程，将加料单元、过渡

单元位移模式统一写成如下向量形式：

ｕ[ ]　　 ＝ Ｎ　Ｎｋ[ ]　　
珔ｕ
珚[ ]Ｋ （１１）

其中：Ｎ是常规单元形函数，珔ｕ是节点位移列向
量；Ｎｋ加料单元或过渡单元的附加形函数，珚Ｋ附
加自由度向量。Ｎｋ的具体形式如下：

Ｎｋ＝
Ｎｋ１１ Ｎｋ１２
Ｎｋ２１ Ｎｋ[ ]

２２

（１２）

其中，Ｎｋｉｊ＝Ｚ（ξ，η）［ｆｉｊ（ｒ，θ）－　　　　

∑
ｍｋ

ｍ＝１
Ｎｍ（ξ，η）珋ｆｉｊｍ（ｒ，θ ]）（ｉ，ｊ＝１，２），

对于加料单元Ｚ（ξ，η）≡１，过渡单元按式（９）取
值，将位移向量式（１１）代入位移应变关系 ε[ ]　　 ＝

Ｌｕ[ ]　　 中，得到：

ε[ ]　　 ＝ Ｂ　Ｂｋ[ ]　　
珔ｕ
珚[ ]Ｋ （１３）

其中，Ｂ表示单元常规应变矩阵，Ｂｋ则是由于加
料界面裂纹单元位移模式中引入裂纹尖端位移项

而产生的附加项，称之为加料裂纹元附加应变矩

阵。将式（１３）代入单元应力应变关系式 σ[ ]　　 ＝

Ｄ ε[ ]　　 式中，应用总体势能泛函为：

Π ＝∫
Ω

１
２ε

ＴＤεｄΩ－∫
Ω

ｂＴｕｄΩ－∫
Γ

ＰＴｕｄΓ

（１４）
其中，ｂ为体力，Ｐ为面力，Ω表示求解域，Γ为面
力积分边界，Ｄ为材料矩阵，取值依据界面两侧材
料具体参数确定，可得到：

Π＝１２Ｕ
ＴＫｕｕＵ

Ｔ＋１２Ｋ
ＴＫｋｋＫ＋

　　ＵＴＫｕｋＫ－Ｕ
ＴＦｕ－Ｋ

ＴＦｋ
（１５）

其中，Ｕ为总体位移列阵，Ｋ为应力强度因子列
阵，其他符号表达式如下：

Ｋｕｕ ＝ ∑
ｎｓ＋ｎｔ＋ｎｏ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＢＴＤＢｄΩ （１６）

Ｋｕｋ ＝∑
ｎｓ＋ｎｔ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＢＴｋＤＢｄΩ （１７）

Ｋｋｋ ＝∑
ｎｓ＋ｎｔ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＢＴｋＤＢｋｄΩ （１８）

Ｆｕ ＝ ∑
ｎｓ＋ｎｔ＋ｎｏ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＮＴｂｄΩ＋∑

ｎｓ＋ｎｔ＋ｎｏ

ｅ＝１
∫
Γｅ
ＮＴｐｄΓ（１９）

Ｆｋ ＝∑
ｎｓ＋ｎｔ

ｅ＝１
∫
Ωｅ
ＮＴｋｂｄΩ＋∑

ｎｓ＋ｎｔ

ｅ＝１
∫
Γｅ
ＮＴｋｐｄΓ （２０）

其中，ｎｓ表示加料单元数量，ｎｔ表示过渡单元数
量，ｎｏ表示常规单元数量，上标 ｅ表示单元，根据
最小势能原理，式（１５）分别对 Ｕ，Ｋ变分，得到有
限元方程如下：

Ｋｕｕ Ｋｕｋ
ＫＴｕｋ Ｋ[ ]

ｋｋ
[ ]ＵＫ ＝

Ｆｕ
Ｆ[ ]
ｋ

（２１）

３　加料单元在界面裂纹中的应用

为便于对比分析，本节不涉及物理单位。

３１　中心界面裂纹

对含中心界面裂纹的弹性体承受均布拉力的

问题，按平面应变进行了计算。其中，ｙ轴单向受
拉如图２所示，ｘ，ｙ轴双向受拉如图３所示。裂
纹长度ａ＝２，有限元建模时，取平板边长ｂ＝１０ａ，
近似满足无限大条件。根据对称性，取１／２模型
建模，裂尖局部网格适当加密（网格尺度 ｌ／ａ＝
１／４０），共划分为 ８００个 ４节点四边形单元，８５０
个节点。为了考察加料单元和过渡单元的配置区

域对计算精度的影响，采用两种配置方案：第１种
方案是在上半平面（ｙ＞０，对应材料１）配置２个
加料单元，４个过渡单元（如图４所示）；第２种方
案是在上半平面配置６个加料单元，４个过渡单
元（如图５所示），两种方案下半平面（对应材料
２）均采用与上半平面同样的配置。计算单元刚
度矩阵时，加料单元和过渡单元用８×８高斯积

·７１１·
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分，常规单元采用２×２高斯积分。

图２　单向受拉工况
Ｆｉｇ．２　Ｕｎｉａｘｉａｌｔｅｎｓｉｌｅ
　　 ｌｏａｄｃａｓｅ

　　　
图３　双向受拉工况
Ｆｉｇ．３　Ｂｉａｘｉａｌｔｅｎｓｉｌｅ
　　　ｌｏａｄｃａｓｅ

Ｏ－常规单元　Ｔ－过渡单元　Ｓ－加料单元

图４　加料单元和过渡单元配置方案１
Ｆｉｇ４　Ｓｃｈｅｍｅｏｎｅｏｆｅｎｒｉｃｈｅｄｅｌｅｍｅｎｔ

ａｎｄｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｅｌｅｍｅｎｔ

单向受拉工况 Ｅ１＝１０，ν１＝ν２＝０３，σ０＝

１０，计算结果见表１，其中Ｋ０＝ Ｋ２１＋Ｋ槡
２
２，表示复

合应力强度因子。由表１有限元数值解与无限大
平板中心界面裂纹解析解对比可见，Ｋ２误差均比

Ｏ－常规单元　Ｔ－过渡单元　Ｓ－加料单元

图５　加料单元和过渡单元配置方案２
Ｆｉｇ．５　Ｓｃｈｅｍｅｔｗｏｏｆｅｎｒｉｃｈｅｄｅｌｅｍｅｎｔ

　　ａｎｄｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｅｌｅｍｅｎｔ

Ｋ１误差相对要大，加料单元和过渡单元采用方案
２配置时，可在一定程度上减小Ｋ２误差，但对于提
高Ｋ０，Ｋ１的精度作用不大。对本例而言，Ｋ２是次
要因素，因此主要以 Ｋ０，Ｋ１的相对误差评价计算
精度。由表１应力强度因子比较结果可见，两种
配置方案Ｋ０，Ｋ１相对误差均不超过５％，表明加
料有限元方法对界面裂纹问题有较高的计算

精度。

双向受拉工况材料参数和载荷取值见表２，
应力强度因子计算结果以及和文献［７］对比结果
见表３。

表２　材料参数及载荷工况
Ｔａｂ．２　Ｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｌｏａｄｃａｓｅｓ

工况 Ｅ１／Ｅ２ ν２／ν１ σ０ σ１ σ２／σ１
１ ３．０ １．０ １．０ １．０ ０．５３

２ ２２．２ ０．８５７ １．０ １．０ ０．３８

３ １３８．８ ０．８５７ １．０ １．０ ０．３６

表１　单向受拉应力强度因子
Ｔａｂ．１　Ｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｖａｌｕｅｓｏｆｕｎｉａｘｉａｌｔｅｎｓｉｌｅｌｏａｄ

Ｅ１／Ｅ２ 配置方案
有限元解 解析解 相对误差

Ｋ１ Ｋ２ Ｋ０ Ｋ１ Ｋ２ Ｋ０ ＥＫ１／％ ＥＫ０／％

１００
２ １．７３６０ －０．２３０３ １．７５１２ １．７８９５ －０．２１１６ １．８０２０ ２．９８９７ ２．８１６５
１ １．７２９１ －０．２６４１ １．７４９２ １．７８９５ －０．２１１６ １．８０２０ ３．３７５２ ２．９３０５

１０００
２ １．７２４１ －０．２３２６ １．７３９７ １．７９０１ －０．２１５６ １．８０３０ ３．６８６９ ３．５１１８
１ １．７２３７ －０．２６９４ １．７４４６ １．７９０１ －０．２１５６ １．８０３０ ３．７０９３ ３．２３９９

表３　双向受拉应力强度因子
Ｔａｂ３　Ｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｖａｌｕｅｓｏｆｂｉａｘｉａｌｔｅｎｓｉｌｅｌｏａｄ

工况
Ｋ１ Ｋ２ Ｋ０

有限元解 文献［７］解 相对误差 有限元解 文献［７］解 相对误差 有限元解 文献［７］解 相对误差

１ １．７９３ １．７９４ ０．０６％ －０．１２４ －０．１２７ ２．３６％ １．７９７ １．７９８ ０．０６％
２ １．７８２ １．７６８ ０．７９％ －０．２１５ －０．２２５ ４．４４％ １．７９５ １．７８２ ０．７３％
３ １．７６７ １．７６２ ０．２８％ －０．２３５ －０．２４７ ４．８６％ １．７８３ １．７７９ ０．２２％

·８１１·
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　　文献［７］加料单元和常规单元均为１２节点
四边形单元，但加料单元和常规单元之间没有采

用过渡单元。由对比结果可见，在各种工况下，

Ｋ１，Ｋ２计算值与文献［７］相差均不超过５％，Ｋ０的
相对误差不超过１％。与 Ｋ１相比，Ｋ２误差相对较
大，经分析，文献［７］Ｋ２计算值与准确结果相比误
差较大，而加料有限元法Ｋ２计算值与准确结果更
接近。Ｋ２准确值可参考文献［１０］，该文献应用１７
节点应力杂交元，保留了应力场渐进解的前 １６
项，其计算结果是相当准确的，与加料有限元法对

比结果见表４。因此，尽管有限元模型没有采用
高阶单元，但由于应用了加料单元和过渡单元，并

在裂纹局部网格适当加密，仍达到了令人满意的

计算精度。以上两个算例表明，有限元模型及计

算方法对界面裂纹问题是有效的，能方便地给出

应力强度因子的正确结果。

表４　Ｋ２对比结果
Ｔａｂ．４　ＣｏｍｐａｒｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＫ２

工况 Ｋ２（有限元解） Ｋ２（文献［１０］解） 相对误差

１ －０．１２４ －０．１２９ ３．８７％

２ －０．２１５ －０．２１５ ０

３ －０．２３５ －０．２３１ １．７３％

３２　斜界面裂纹

受均匀拉伸的具有斜单边界面裂纹的矩形板

如图６所示，ｂ＝２，ａ／ｂ＝０５，裂纹倾斜角为 θ。
材料１和材料２的泊松比固定为０３，则结合材
料参数只与弹性模量Ｅ１，Ｅ２有关，将Ｅ２固定为１，
Ｅ１取不同值，可得到不同的结合材料参数，按平
面应变计算斜界面裂纹应力强度因子。

当Ｅ１＝Ｅ２时，退化为单相材料矩形板单边斜
裂纹问题，单向拉伸即可产生Ⅰ，Ⅱ复合型应力强
度因子，当θ＝４５°，ａ／ｂ＝０５时，计算结果为Ｋ１＝
１．２０８，Ｋ２＝－０５７２，与文献［１１］结果一致。

当Ｅ１取值从 １变化到 １０００时，振荡指数
ζ变化区间为（０，００９３４），分别计算了 ａ／ｂ＝
０５，裂纹倾角分别为４５°，６７５°以及裂纹倾角为
４５°，ａ／ｂ分别等于 ０３，０５时 Ｋ０和模态比（Ｋ２／
Ｋ１，ＭｏｄａｌＲａｔｉｏ，ＭＲ）的值。

为了便于比较分析，将 Ｋ０变形为 Ｋ０＝Ｆ０σ

π槡 ａ，以 ζ为横坐标，Ｆ０为纵坐标做出变化曲
线。图７是θ＝４５°，ａ／ｂ＝０５时的有限元模型，

采用４节点四边形单元，单元数量为１２５０个，节
点数量为１２２７个，裂纹倾角为６７５°以及裂纹长
度为０３ｂ时单元数量分别为１２５５个和１３２７个。
根据计算结果绘制的曲线如图８～１１所示。

图６　双材料矩形板单边斜界面裂纹
Ｆｉｇ．６　Ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｕｎｉｌａｔｅｒａｌ

ｏｂｌｉｑｕｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｃｒａｃｋ

图７　斜界面裂纹加料有限元模型
Ｆｉｇ．７　ＵｎｉｌａｔｅｒａｌｏｂｌｉｑｕｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｃｒａｃｋＥＦＥｍｏｄｅｌ

由图８～１１可见，在各种不同裂纹长度和倾
角下，随着结合材料振荡指数的增大，复合应力

强度因子的模逐渐减小，而模态比的绝对值则

逐渐增大，说明界面两侧材料的差异性增强了

剪切效应，并且裂纹倾角越大，模态比曲线变化

越明显，表明界面导致的 ＫⅡ变化越大，这与马
开平等［１２］用半权函数法得到的结果是一致的。

由图１０、图 １１可见，界面裂纹倾角相同的情况
下，裂纹长度越小，复合应力强度因子越小；并且

与裂纹倾角相比，由裂纹长度变化而引起的剪切

模态ＫⅡ变化较小。

图８　不同裂纹倾角下ＳＩＦ计算结果
Ｆｉｇ．８　ＳＩＦｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｒａｃｋａｎｇｌｅｓ
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图９　不同裂纹倾角下ＭＲ计算结果
Ｆｉｇ．９　ＭＲｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｒａｃｋａｎｇｌｅｓ

图１０　不同裂纹长度下ＳＩＦ计算结果
Ｆｉｇ．１０　ＳＩＦｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｒａｃｋｌｅｎｇｔｈｓ

图１１　不同裂纹长度下ＭＲ计算结果
Ｆｉｇ．１１　ＭＲｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｒａｃｋｌｅｎｇｔｈｓ

４　结论

１）通过在常规单元位移模式中引入界面裂
纹渐进位移场，得到了界面裂纹加料单元和过渡

单元的位移模式，推导了界面裂纹加料有限元方

程，对一般界面裂纹平面问题进行了计算，结果表

明应力强度因子数值解的精度满足工程要求。

２）应用加料单元和过渡单元后，即使采用低
阶线性单元，网格划分规模相对较小的情况下，也

能得到较为精确的应力强度因子数值解。一般而

言，应力强度因子主要模态的精度要好于次要模

态的精度，加料单元和过渡单元的配置方式对应

力强度因子计算精度有一定的影响，但对于主要

模态和复合应力强度因子精度的影响不大。

３）加料有限元方法可直接从有限元方程求
解得到应力强度因子，不再需要通过单元节点位

移或单元应力插值的方式获取，是处理界面断裂

问题的一种快速、有效的计算方法。
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