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最大值指标截尾正态分布精度换算方法
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摘　要：提出了面向最大值指标的截尾正态分布精度换算方法，为最大值指标与常用精度指标间的精度
换算以及真值测量系统精度指标的确定提供了参考依据。该方法假设系统输出序列中各观测点的合格概率

服从对数截尾正态分布；根据给定最大值指标的置信水平及序列样本量，证明并推导了截尾正态分布之截尾

上限、截尾下限、均值及标准偏差的计算公式，导出了最大值精度指标与１σ等常用精度指标间的换算关系；
结合精密仪器有关理论给出了最大值指标下真值测量系统精度指标的确定方法。实例应用的实验结果表

明，该方法是可行的。
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　　现代武器系统对于武器在极端条件下的长期
可靠性工作能力要求越来越高，这也对系统的试

验、测试实施等提出了更高的要求，以至于有些沿

用多年的试验方法、试验理论也必须随之做出调

整。最大值指标就是在这样的历史条件下为适应

武器实战需求而产生的。文献［１－２］中通过大
量的理论研究与实例分析，为最大值指标的实践

应用提供了较好的理论支撑。但最大值指标与其

他精度指标度量基准间的精度换算仍是一个亟待

解决的问题。由最大值指标的定义可知，最大值

指标的精度换算问题并不是简单的恒等换算就能

解决的。而从科学研究的层面看，各领域中有关

此类复杂、非恒定等价换算关系的研究也容易形

成热点。例如，在软件工程领域，文献［３］对功能
点分析（ＦｕｎｃｔｉｏｎＰｏｉｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＦＰＡ）及通用软件
度量国际协会（ＣＯｍｍｏｎＳｏｆｔｗａｒｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｓｏｒｔｉｕｍ，ＣＯＳＭＩＣ）准则之间的功
能点估算规模换算问题进行了研究；文献［４－６］
则对视频处理领域二维、三维视频标准的数据格式

换算问题进行了探讨；而在微处理器电路设计领

域，文献［７－８］则对信号处理领域中定、浮点数据
间的格式换算问题进行了研究；文献［９－１３］也分
别针对各自领域生产实践中遇到的坐标变换问题

进行了研究。总而言之，尽管人们对于这类复杂、
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非恒定等价换算关系的研究手段有所不同，但其

基本解题思路却是一致的，即采取设定某些约束

条件的方法将复杂问题简单化，从而求得有条件

的等价换算关系，为特定工程实践提供参考。

１　最大值指标的精度换算

１．１　问题分析

由文献［１］中最大值指标的定义可以看出：
在给定的最大值指标Ｈ０的条件下，最大值指标之
高低由样本区间及其给定的置信水平决定。事实

上，样本区间对于最大值指标的影响主要是经由

被测系统样本量 ｎ来体现的。从而，当给定置信
水平１－α时，若被测系统的最大值指标也等于
Ｈ０，则对于单个样本观测点，其合格概率（即不超
过最大值指标Ｈ０的概率）应介于区间（１－α，１）
内。设对于单个样本观测点 ｉ而言，其合格概率
为ｐｉ∈（１－α，１），则：

∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１－α （１）

两边取对数后得到：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎｐｉ＝ｌｎ（１－α） （２）

从而可得样本观测点的总体平均对数合格

概率：

ｌｎｐ＝１ｎｌｎ（１－α） （３）

故可做如下假设：设所有样本观测点的对数

合格概率都服从均值为
１
ｎｌｎ（１－α）的双侧截尾

正态分布，其截尾下限 Ａ＝ｌｎ（１－α），截尾上限

Ｂ＝ｌｎ１＝０。由于当ｎ＞２时，总有－１ｎｌｎ（１－α）＜

－ｎ－１ｎ ｌｎ（１－α），且分布的均值点更接近于截尾

上限，故该截尾分布为非对称的双侧截尾正态

分布。

１．２　原正态分布与截尾正态分布函数关系推导

原正态分布与截尾正态分布的主要区别在于其

自变量的取值范围不同，原正态分布为（－
!

，＋
!

），

截尾正态分布为［Ａ，Ｂ］。假设截尾正态分布的均
值及标准偏差分别为 μｃ和 σｃ，原正态分布的均
值和标准偏差为μ０和σ０。则由式（３）可得：

μｃ＝ｌｎｐ＝
１
ｎｌｎ（１－α） （４）

而对原正态分布 Ｎ（μ０，σ０）而言，其概率密
度函数为：

ｆ０（ｘ）＝
１
２槡πσ０

ｅ
－（ｘ－μ０）２

２σ２０ ＝１
σ０
φ
ｘ－μ０
σ( )
０

（５）

累积分布函数为：

Ｆ０（ｘ）＝
１
２槡πσ０
∫
ｘ

－
!

ｅ
－（ｔ－μ０）２

２σ２０ ｄｔ＝Φ
ｘ－μ０
σ( )
０

（６）
工程实践中，若被试系统工作稳定，其最大值

指标下各观测点合格概率也不会差别过大，即分

布Ｎ（μ０，σ０）的标准偏差 σ０变化不大。因此，可
假设截尾正态分布的截尾上限 Ｂ为原正态分布
Ｎ（μ０，σ０）的３σ分界点，即：

σ０＝
１
３（Ｂ－μ０） （７）

则根据条件概率计算公式，当自变量 ｘ∈
［Ａ，Ｂ］时，截尾正态分布之概率密度函数及累积
分布函数分别为：

ｆ（ｘ）＝１Ｋｃ
ｆ０（ｘ）＝

１
Ｋｃσ０

φｘ－μ０
σ( )
０

（８）

Ｆ（ｘ）＝ １
Ｋｃ ２槡πσ０

∫
ｘ

Ａ
ｅ
－（ｔ－μ０）２

２σ２０ ｄｔ　　　　　

＝１Ｋｃ
Φ ｘ－μ０

σ( )
０

－Φ Ａ－μ０
σ( )[ ]
０

（９）

其中，Ｋｃ为截尾条件概率系数，且有：

Ｋｃ＝
１
２槡πσ０
∫
Ｂ

Ａ
ｅ
－（ｔ－μ０）２

２σ２０ ｄｔ

＝Φ Ｂ－μ０
σ( )
０

－Φ Ａ－μ０
σ( )
０

（１０）

下面推导原正态分布与截尾正态分布均值及

方差的关系。假设原正态分布为 Ｎ（μ０，σ０），则截
尾正态分布均值：

μｃ＝∫
Ｂ

Ａ
ｘｆ（ｘ）ｄｘ　　　　　　　

＝ １
Ｋｃ ２槡πσ０

∫
Ｂ

Ａ
ｘｅ

－（ｘ－μ０）２

２σ２０ ｄｘ （１１）

由分部积分可得：

μｃ＝σ０
φＡ－μ０

σ( )
０

－φＢ－μ０
σ( )
０

Φ Ａ－μ０
σ( )
０

－Φ Ｂ－μ０
σ( )











０

＋μ０

（１２）
下面推导截尾正态分布的方差。首先求取截

尾正态分布二阶原点矩：

Ｅ（ｘ２）＝∫
Ｂ

Ａ
ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ　　　　　　

＝ １
Ｋｃ ２槡πσ０

∫
Ｂ

Ａ
ｘ２ｅ

－（ｘ－μ０）２

２σ２０ ｄｘ （１３）

令ｚ＝
ｘ－μ０
σ０
，并代入式（１３），则有：

·１１１·
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Ｅ（ｘ２）＝ １
Ｋｃ ２槡π

·∫
Ｂ－μ０
σ０
Ａ－μ０
σ０

（σ２０ｚ
２＋２σ０ｚμ０＋μ

２
０）ｅ

－ｚ２
２ｄｚ

（１４）
分部积分后可得：

Ｅ（ｘ２）＝σ２０＋μ
２
０＋
（Ａ＋μ０）σ０

Ｋｃ
φＡ－μ０

σ( )
０

－

（Ｂ＋μ０）σ０
Ｋｃ

φＢ－μ０
σ( )
０

（１５）

从而求得截尾正态分布的方差为：

ＤＸ＝Ｅ（ｘ２）－μ２ｃ　　　　　　　　

＝σ２０＋μ
２
０＋
（Ａ＋μ０）σ０

Ｋｃ
φＡ－μ０

σ( )
０

－

　
（Ｂ＋μ０）σ０

Ｋｃ
φＢ－μ０

σ( )
０

－μ２ｃ （１６）

进而得到截尾正态分布标准偏差如式（１７）
所示：

σｃ 槡＝ ＤＸ＝ σ２０＋μ
２
０＋
（Ａ＋μ０）σ０

Ｋｃ
φＡ－μ０

σ( )
０

－
（Ｂ＋μ０）σ０

Ｋｃ
φＢ－μ０

σ( )
０

－μ２

槡
ｃ （１７）

　　从前面的推导过程看，由式（４）可计算得到
截尾正态分布均值 μｃ；由式（７）可得到原正态分
布均值μ０与标准偏差σ０的函数解析式；若再能利
用截尾正态分布均值 μｃ推导得到 μ０，则根据式
（１７）即可解算出σｃ，从而得到截尾正态分布的分
布函数。

１．３　求解截尾正态分布标准偏差

由于根据式（１２）直接由μｃ求解μ０的函数关

系过于复杂，这里以式（１２）为依托，使用数值方
法求取函数 μ０（μｃ）的近似解。首先验证式（１２）
中函数的单调性。

将式（７）代入式（１２），有：
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再对式（１８）做求导运算，可得：
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故 对 式 （１９） 两 侧 同 乘 ３（Ｂ － μ０）
２ ·
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后，不会改变μｃ的符号，因
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得：
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式中，Ｙ１ ＝－３（Ａ－μ０）（Ａ－Ｂ）φ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

·

Φ ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

－Φ（３[ ]）
Ｙ２ ＝－３（Ｂ－μ０）（Ａ－Ｂ）φ３

Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

·

φ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

－φ（３[ ]）
Ｙ３ ＝－（Ｂ－μ０）

２ φ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

－φ（３[ ]）·

Φ ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

－Φ（３[ ]）

Ｙ４ ＝３（Ｂ－μ０）
２ Φ ３

Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

－Φ（３[ ]）
２

这里，已知Φ（３）＝ １
２槡π
∫
３

－
!

ｅ
－ｔ２
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而当 ｌｎ（１－α）＝Ａ≤ μ０≤ Ｂ ＝０时，

Φ ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

随 μ０单调递减，且有：

０＜Φ ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

≤０５ （２１）

而 φ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

也是 μ０的单调递减函数，

并且：

０＜φ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

≤ １
２槡π
≈０．３９８９（２２）

因此可得：
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故对任意 μ０ ∈ ［Ａ，Ｂ］，总有 Φ（３） －

Φ ３
Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

＞ φ３
Ａ－μ０
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０

－φ（３）。从 而 对

式（２０），总有：
Ｙ１＋Ｙ２ ＞０

Ｙ３＋Ｙ４≥
{ ０

，即对任意 μ０∈ ［Ａ，

Ｂ］总有：

Ｙ＝３（Ｂ－μ０）
２· Φ ３

Ａ－μ０
Ｂ－μ( )

０

－Φ（３[ ]）
２
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故总有 μｃ＞０，即当 μ０∈［Ａ，Ｂ］时，函数

μｃ（μ０）是自变量μ０的单调递增函数，可使用数值
方法求取函数μ０（μｃ）的近似解，再将 μｃ，μ０，σ０
代入式（１７），即可解算出截尾正态分布的标准偏
差 σｃ。数值方法近似求解 σｃ的流程如图 １
所示。

图１　截尾正态分布标准偏差数值求解流程
Ｆｉｇ．１　Ｗｏｒｋｆｌｏｗｆｏｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｔａｎｄａｒｄ

ｅｒｒｏｒｕｎｄｅｒｔｒｕｎｃａｔｅｄｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

１．４　精度换算关系的推导

根据图１流程，可求得各观测点在合格概率

ｐｉ下的对数截尾正态分布均值 μｃ及标准偏差
σｃ。故，当取截尾正态分布置信水平为 βｃ时，根
据单边正态分布的有关特性，截尾正态分布的分

位数：

ｘｃ＝μｃ＋ｋσｃ，（ｋ≥０，Ａ＜ｘｃ＜Ｂ） （２５）
式中，ｋ＝Φ－１（βｃ）。则合格概率分位水平 βｃ下
观测点的保精度合格概率：

ｐ＝ｅｘｃ＝ｅμｃ＋σｃΦ－１（βｃ） （２６）
这样，当取最大值指标为 Ｈ０时，其最大值指

标度量基准换算为 １σ度量基准下的精度指
标为：

Ｈ１σ＝
Ｈ０

Φ－１［１－（１－ｐ）／２］
　　　　

＝
Ｈ０

Φ－１［（１＋ｅμｃ＋σｃΦ－１（βｃ））／２］
（２７）

根据式（２７），图２、图３分别给出了给定截尾
正态分布置信水平βｃ＝０５及给定最大值指标置
信水平１－α＝０９条件下最大值指标与ｋσ（ｋ＞０）
精度度量基准间的换算关系。

图２　βｃ＝０．５时，最大值指标与ｋσ基准的换算关系

Ｆｉｇ．２　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ
　　ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃａｔｉｏｎａｎｄｋσ

ｓｐｅｃｉｆｉｃａｔｉｏｎｗｈｅｎβｃ＝０．５

由图２、图３可知，当样本量ｎ＞１００００时，最
大值指标与ｋσ度量基准的精度换算主要受样本
量ｎ影响，截尾正态分布置信水平βｃ对精度换算
的影响小于１０％，而最大值指标置信水平１－α
对精度换算的影响也不超过２０％。当样本量ｎ＞
１０７时，最大值指标与ｋσ度量基准的精度换算受
样本量ｎ的影响更为显著，截尾正态分布置信水
平βｃ对精度换算的影响小于５％，最大值指标置
信水平１－α对精度换算的影响则小于１０％。可
见，样本量越大，βｃ，１－α取值对精度换算的影响
就越小。当样本量大于１００００时，可忽略βｃ的影

·３１１·
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图３　１－α＝０．９时，最大值指标与ｋσ基准的换算关系
Ｆｉｇ．３　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ
　　ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃａｔｉｏｎａｎｄｋσ

ｓｐｅｃｉｆｉｃａｔｉｏｎｗｈｅｎ１－α＝０．９

响，此时，若令βｃ＝０５，则有 ｋ＝Φ
－１（βｃ）＝０，则

由式（２６）、式（４）得 ｐ＝（１－α）
１
ｎ，代入式（２７）可

得大样本量下最大值指标 Ｈ０换算为１σ度量基
准下精度指标：

Ｈ［０．５］１σ ＝
Ｈ０

Φ－１｛［１＋（１－α）１／ｎ］／２｝
（２８）

２　真值测量系统精度指标的确定

２．１　常值精度指标的确定方法

真值测量系统精度指标的选定应主要参照精

密仪器领域的“１／３法则”或“１／１０法则”［１４］进
行。这样，结合式（２７）、式（２８）后，即可确定出能
够满足最大值指标设备标定的１σ度量基准下真
值测量系统的最低精度指标需求。方法如下：

设真值测量系统调节系数为 ｃ∈（１／１０，
１／３），根据式（２８），大样本条件下，按１σ度量基
准统计时，真值测量系统的最低精度指标要求：

珟Ｈ［０．５］１σ ＝
ｃＨ０

Φ－１｛［１＋（１－α）１／ｎ］／２｝
（２９）

而当样本量不大时，根据式（２７），可按
式（３０）确定１σ度量基准下的真值测量系统最低
精度指标：

珟Ｈ［βｃ］１σ ＝
ｃＨ０

Φ－１［（１＋ｅμｃ＋Φ－１（βｃ）·σｃ）／２］
（３０）

这里要注意，最大值指标条件下的“低精度”

在工程实践中可能并非就是低精度。由图２、图３
可知，当样本量大于１０００时，最大值指标总是高
于３σ条件下的相应标准，此时的最大值指标应
按照通常意义下的高精度测量标准对待，式

（２９）、式（３０）中调节系数 ｃ应参照“１／３法则”取
值。真值测量系统精度指标的选择必须综合考查

实践成本等现实因素。

２．２　带有时间协变量的精度指标的确定方法

对于带有时间协变量的情形，设协变量序列

为Ｘｉ，设协变量 Ｘ与最大值指标 Ｈ间的函数关
系为：

Ｈ＝Ｈ０ｆ（Ｘ） （３１）
式中：Ｈ０为最大值指标的常值部分；ｆ（Ｘ）为变值
部分，由时间协变量决定。由此，带有时间协变量

的最大值指标真值测量系统精度指标可按

式（３２）确定：
珟Ｈ＝珟Ｈ０ｆ（Ｘ） （３２）

式中，珟Ｈ０为真值测量系统的常值精度指标，可由
Ｈ０代入式（２９）、式（３０）求得。带有时间协变量
的条件下，还需考虑协变函数 ｆ（Ｘ），高精度测量
中可取：

珟Ｈ＝珟Ｈ０Ｅ（ｆ（Ｘ）） （３３）
式中，Ｅｆ（Ｘ( )） 为协变函数ｆ（Ｘ）均值。低精度测
量中可取：

珟Ｈ＝珟Ｈ０?ｆ（Ｘ）」 （３４）
式中，?ｆ（Ｘ）」为协变函数ｆ（Ｘ）值域下界。

３　应用举例

下面参照美国 ＭＫ３９ＭＯＤ３Ｃ型激光陀螺惯
性导航系统［１］的精度指标，对最大值指标下的真

值测量系统精度指标确定方法进行举例说明。

例１　假设被测高精度惯导的数据输出频率
为１００Ｈｚ，其２４０ｈ内的最大值精度指标为：

航向角：７′／ｃｏｓφ，其中，－８５°≤φ≤８５°，为载
体所在纬度；位置：１０海里；线速度：０６节；纵／横
摇角：３′；角速度变化率：０００３°／ｓ。

计算样本量ｎ＝２４０×３６００×１００＝８．６４×１０７
１００００，属大样本。由式（２９），令 α＝０１，βｃ＝
０５，ｃ＝１／３，求得该型惯导的真值测量设备按１σ
精度度量基准考量时的最低精度指标分别为：

航向角：２３．３３″／ｃｏｓφ；位置：０５５海里；线速
度：００３３节；纵／横摇角：１００″；角速度变化率：
０６″／ｓ。

设协变函数ｆ（Ｘ）＝ １ｃｏｓφ
均值为１２５，代入式

（３３），即可求得航向角真值测量设备精度指标最
低为２３３３″×１２５≈２９１６″。

例２　假设被测低精度惯导数据输出频率为
１Ｈｚ，其２ｈ内的最大值精度指标如下：

航向角：１５′／ｃｏｓφ，其中，－８５°≤φ≤８５°，为

·４１１·
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载体所在纬度；位置：５海里；线速度：１２节；纵／
横摇角：７′；角速度变化率：０００５°／ｓ。

计算样本量ｎ＝２×３６００×１＝７２００＜１００００，
属小样本。对低精度被试品，可适当增加 βｃ取
值，令α＝０．１，βｃ＝０．８，则由式（４）可得截尾正态

分布均值 μｃ＝
ｌｎ０９
７２００≈ －１４６３３４×１０－５。再参

照图１流程，由式（１２）可用数值方法求解原正态
分布的均值 μ０＝－１４６５５×１０

－５，将其代入式

（７），可得原正态分布标准偏差 σ０＝４８８５０×
１０－６。再将μｃ，μ０，σ０代入式（１７）可得截尾正态
分布的标准偏差σｃ＝４９８１７×１０

－７。最后，根据

式（２７），将 α，βｃ，μｃ，σｃ代入后可求得该最大值
指标与４４σ度量基准近似等价，就惯导领域而
言，该指标已属高精度指标。故考虑到现实真值

测量条件，仍取ｃ＝１／３，代入式（３０）后，即可求得
１σ基准下真值测量系统的最低精度指标：

航向角：１．１４′／ｃｏｓφ；位置：１３６海里；线速
度：００７６节；纵／横摇角：３１８２″；角速度变化率：
１３６″／ｓ。

当工作于赤道附近（φ＝０°）时，协变函数
ｆ（Ｘ）＝?ｆ（Ｘ）」＝１为值域下限。这样，根据
式（３４）得：其航向角真值测量设备最低精度指标
为１１４′。

４　结论

对最大值指标的精度换算问题进行了研究，

并以此为基础提出了面向最大值指标的真值测量

系统精度指标确定方法，给出了该方法在惯性导

航系统真值测量设备精度指标遴选中的应用实

例。实验分析及实践应用的结果表明，该方法是

可行的。
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