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摘　要：在不确定性条件下，同时考虑到多维输出之间的相关关系和单输出的均值，构建由多输出数学
期望列阵和协方差矩阵组成的多输出模型确认局部混合矩指标和全局混合矩指标。其中局部混合矩指标包

括绝对指标（ＬＡ－３Ｍ）和相对指标（ＬＲ－３Ｍ），它们适合单点位置的多输出局部模型确认；全局混合矩指标也
包括绝对指标（ＧＡ－３Ｍ）和相对指标（ＧＲ－３Ｍ），它们适合多点位置的多输出全局模型确认。通过数字算例
和工程算例，所提指标可行有效，能够方便地度量计算模型和物理实验之间的差异程度。
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　　随着计算机仿真技术的飞速发展和复杂产品
工程实验费用的不断增加，很多复杂产品的物理

实验逐渐被计算模型所替代。计算模型是对真实

物理过程的一个抽象描述，但建模过程受各种不

确定性因素的影响，模型预测与物理实验结果之

间可能存在一定的差异。如何科学地定量度量它

们之间的差异程度，是当前“模型确认”领域的重

点研究内容，也是国内外学术界和工业界普遍关

注和讨论的热点。模型确认被定义为：“从目标

用途角度出发，客观地评估计算模型在多大程度

上准确描述真实物理过程”［１－３］。在模型确认过

程中，首要的核心问题是构建一个“模型确认指

标”，该指标要求能够科学有效地定量度量计算

模型和实际物理过程之间的差异程度。模型确认

指标被定义为“用来度量模型响应量与实验结果

之间差异程度的指标”［４－５］。它是模型确认工作

的基础和依据，在工程设计与分析领域，广泛用于

多模型方案决策、模型预测能力评估和模型校准

效果评价等工作之中。因此，开展模型确认指标

研究，对推进模型确认工作的科学发展，提高计算

机数字仿真技术的工程应用水平具有重要的理论

价值和实践意义。

近几年国内外学术界对模型确认指标进行了

大量研究，文献［６］对现有指标进行了系统分类
和分析。根据模型的关键特性，模型确认指标可

分为不同的类型。按不确定性类型，模型确认指

标可分为确定型和不确定型指标［７－８］；按响应量

的数目，可分为单输出和多输出指标；按输入可控

变量的位置，可分为单点位置和多点位置指标。

本文主要研究不确定性条件下的模型确认指标构
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建问题。概括起来，现有的不确定性条件下的模

型确认指标，主要分为四类：假设检验类、贝叶斯

因子类、频率类和面积类。通过对比分析，这些指

标都有各自的优缺点及适用范围。文献 ［６，９］分
别运用假设检验和贝叶斯方法开展模型确认工

作，这两种方法都是在一定置信水平下对模型预

测与实验结果的一致性进行判断，但没有对它们

之间差异程度进行定量度量，实质上是一种定性

与定量相结合的方法，并不是严格意义上的模型

确认过程。文献［１］提出的频率指标是对一定置
信水平下模型预测与实验结果均值之间距离的度

量，这一指标虽然是一种严格意义上的模型确认

指标，且便于设计人员理解，但由于没有考虑响应

量的方差和相关性，因此仅适合响应量分布中心

发生偏离情况下的模型的确认。文献［１，８，１０］
运用模型输出响应量与实验结果经验分布函数之

间的面积差异，提出了直接面积和 ｕｐｏｏｌｉｎｇ两种
模型确认指标，适合于单维和多维独立响应量的

模型确认，但由于该方法建立在求解响应量边缘

分布面积差异的基础之上，没有考虑到多维响应

量之间的相关性，因此不适合多维相关响应量的

模型确认问题。为了解决这一问题，文献［１１］在
直接面积和 ｕｐｏｏｌｉｎｇ指标的基础上，应用多维概
率积 分 转 换 方 法，提 出 了 概 率 积 分 转 换

（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＩｎｔｅｇｒａｌＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＰＩＴ）和 ｔ
ｐｏｏｌｉｎｇ模型确认指标，分别适合多维相关响应量
在单点位置和多点位置的模型确认。虽然这一指

标在多维相关响应量模型确认方面具有一定的优

越性，但也存在一定的缺陷。一是该指标采用多

维概率积分转换方法，压缩了大量信息，存在评估

过度和评估不足的风险；二是该指标属于无量纲

指标，物理意义不明确，不便于工程人员理解和使

用；三是当实验数据不足时，无法正确地求解多输

出响应量的联合分布函数，从而使得该指标较难

应用。为此，本文针对多维相关响应量的模型确

认问题，依据随机变量各阶矩的优良特性，提出了

一种物理意义相对明确且便于使用的基于混合矩

的多维相关模型确认指标。

１　混合矩模型确认指标构建

１．１　多输出模型确认特点分析

不确定性条件下，如果将多输出计算模型

的输入变量或参数（如：载荷、几何尺寸或边界

条件等）看作随机变量，那么它们的输出响应量

（如：应力、应变、挠度或加速度等）也是多维随

机变量；同理，物理实验数据也属于多维随机变

量。因此，依据概率论和数理统计相关理论，不

确定性条件下多输出模型确认指标实质上就是

对多维计算模型输出响应量的联合概率分布与

实验结果所服从的联合概率分布之间的差异程

度的度量［９］。

然而，在物理实验和数学建模过程中，受随机

因素和人的认知能力影响，多输出模型确认指标

的构建比较复杂，面临多种情况的挑战［１］。一是

多输出响应量的物理意义可能不同，各自的量纲

存在差异。如有的响应量用空间指标（应变、挠

度）度量，有的用时空指标（速度、加速度）度量。

二是多维响应量之间可能具有相关性。当多输出

模型具有相同的输入变量，或输入变量之间存在

很强的相关性时，这些输入变量之间的相关性就

会传递到输出响应量，使得输出响应量之间存在

很强的相关关系。三是多维输出响应量的输入变

量可能是可控变量，也可能是随机变量。可控输

入变量在一定时空范围变化［１２］，当它在单点位置

时，多维输出响应量服从某一联合概率分布；当它

在多个位置变动时，多维输出响应量所服从的联

合概率分布随之发生变化。

１．２　多输出模型确认指标构建的数学基础

随机变量的数字特征是由随机变量的分布确

定的，能够描述随机变量某一方面的随机取值特

征的常数。对多维随机变量来说，最重要的数字

特征是数学期望（一阶中心矩）、方差（二阶中心

矩）和协方差（二阶混合矩）。数学期望描述随机

变量取值的平均大小，方差描述随机变量与自身

的数学期望的偏离程度，协方差描述随机变量之

间的相互关系。数学期望、方差和协方差虽然不

像分布函数、分布律和概率密度函数那样完整地

描述随机变量，但它能够描述随机变量的重要方

面或人们最关心的重要特征。由于不确定性条件

下的多输出模型确认指标的本质是对模型输出响

应量与实验观察值所服从的两个联合分布函数之

间差异程度的度量，然而在实际工程应用中，物理

实验观察值的分布函数一般很难准确求得，因此，

多维模型确认指标可以运用这两个联合分布函数

的数字特征之间的差异程度来表示。

设物理实验的多输出响应量向量为 Ｙｅ（Ｘ），
Ｘ表示可控输入向量；Ｙｅｉ（Ｘ）表示Ｙ

ｅ（Ｘ）中第ｉ维
响应量，ｉ＝１，…，ｄ；ｄ表示输出向量的维数。物
理实验响应量的一阶中心矩、二阶混合中心矩和

二阶混合中心矩形成的协方差矩阵分别表示为：

μｅｉ＝Ｅ（Ｙ
ｅ
ｉ），　（ｉ＝１，…，ｄ） （１）

·２６·
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ｅ
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ｅ
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ｅ
ｉ）］［Ｙ

ｅ
ｊ－Ｅ（Ｙ

ｅ
ｊ）］｝

　 （ｉ，ｊ＝１，…，ｄ）

（２）

Ｃｅ＝

ｃｅ１１ ｃｅ１２ … ｃｅ１ｄ
ｃｅ２１ ｃｅ２２ … ｃｅ２ｄ
  

ｃｅｄ１ ｃｅｄ２ ｃｅｄ













ｄ

（３）

设与物理实验对应的预测模型响应量向量为

Ｙｍ（Ｘ，θ），Ｙｍｉ（Ｘ，θ）表示 Ｙ
ｍ（Ｘ，θ）中第 ｉ维模型

响应量，ｉ＝１，…，ｄ；ｄ为输出向量的维数；θ为模
型参数矢量。模型响应量的一阶中心矩、二阶混

合中心矩和二阶混合中心矩形成的协方差矩阵分

别表示为：

μｍｉ＝Ｅ（Ｙ
ｍ
ｉ），　（ｉ＝１，…，ｄ） （４）

ｃｍｉｊ＝Ｃｏｖ（Ｙ
ｍ
ｉ，Ｙ

ｍ
ｊ）

　＝Ｅ｛［Ｙｍｉ－Ｅ（Ｙ
ｍ
ｉ）］［Ｙ

ｍ
ｊ－Ｅ（Ｙ

ｍ
ｊ）］｝

　 （ｉ，ｊ＝１，…，ｄ）

（５）

Ｃｍ＝

ｃｍ１１ ｃｍ１２ … ｃｍ１ｄ
ｃｍ２１ ｃｍ２２ … ｃｍ２ｄ
  

ｃｍｄ１ ｃｍｄ２ ｃｍｄ













ｄ

（６）

１．３　多输出模型确认指标的构建

依据多维随机变量各阶矩的性质，结合文

献［１］和文献［１０］提出的模型确认指标构建原
则，分别建立了如式（７）和式（８）所示的局部混合
矩模型确认绝对指标（ＬｏｃａｌＡｂｓｏｌｕｔｅＭｅｔｒｉｃｂａｓｅｄ
ｏｎＭｉｘｅｄＭｏｍｅｎｔｆｏｒｍｏｄｅｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎ，ＬＡ－３Ｍ）和
全局混合矩模型确认绝对指标（ＧｌｏｂａｌＡｂｓｏｌｕｔｅ
ＭｅｔｒｉｃｂａｓｅｄｏｎＭｉｘｅｄＭｏｍｅｎｔｆｏｒｍｏｄｅｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎ，
ＧＡ－３Ｍ）。当多输出模型的可控变量在单点位
置时，可运用式（７）度量模型响应量与实验结果
之间差异程度；当可控变量在多个位置变动时，则

每一个单点位置对应的 ｄＬＡ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）属于随机变

量，因此，可运用ｄＬＡ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）的数学期望ｄＧＡ（Ｙ

ｍ，

Ｙｅ）度量模型响应量与实验结果之间差异程度。

ｄＬＡ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）＝∑

ｄ

ｉ＝１
μｍｉ －μ

ｅ
ｉ ＋∑

ｄ

ｉ＝１
∑
ｄ

ｊ＝ｉ
ｃｍｉｊ－ｃ

ｅ
ｉｊ

１
２

（７）
ｄＧＡ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）＝Ｅ［ｄＬＡ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）］ （８）

当μｅｉ和ｃ
ｅ
ｉｊ不为零时，采用式（９）和式（１０）所

示的无量纲局部混合矩模型确认相对指标（Ｌｏｃａｌ
ＲｅｌａｔｉｖｅＭｅｔｒｉｃｂａｓｅｄｏｎＭｉｘｅｄＭｏｍｅｎｔｆｏｒｍｏｄｅｌ
ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ，ＬＲ－３Ｍ）和全局混合矩模型确认相对
指标 （ＧｌｏｂａｌＲｅｌａｔｉｖｅＭｅｔｒｉｃｂａｓｅｄｏｎＭｉｘｅｄ

Ｍｏｍｅｎｔｆｏｒｍｏｄｅｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎ，ＧＲ－３Ｍ）将更为合
理。与绝对指标类似，式（９）适合可控变量在单点
位置的多维输出模型确认，式（１０）表示单点位
置ｄＬＲ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）的数学期望，适合可控变量在多个
位置的多维输出模型确认。

ｄＬＲ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）＝∑

ｄ

ｉ＝１

μｍｉ －μ
ｅ
ｉ

μｅｉ
＋∑

ｄ

ｉ＝１
∑
ｄ

ｊ＝ｉ

ｃｍｉｊ－ｃ
ｅ
ｉｊ

ｃｅｉｊ
（９）

ｄＧＲ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）＝Ｅ（ｄＬＲ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）） （１０）
上述确认指标不仅满足文献［１］和文献［１０］

所提的客观性、物理性、无界限、非负性、对称性、

三角不等性和收敛性等基本要求，而且同时考虑

了输出响应量的均值及二阶混合矩，合理地度量

了计算模型与实验数据在均值、变异性及相关性

等方面的差异程度，因此，该指标具有灵敏度高和

便于工程应用等优良特性。

２　混合矩模型确认指标的求解

基于混合矩方法的多输出模型确认指标求解

的核心，是求解模型和实验输出响应量的一阶中

心矩和二阶混合中心矩形成的协方差矩阵。下面

依据大数定理，运用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数字模拟法
求解。

２．１　单点位置指标求解

基于混合矩方法的单点位置多输出模型确认

指标的求解流程如图１所示，求解过程可概括为
４个步骤。

图１　单点位置多维响应量模型确认指标计算流程
Ｆｉｇ．１　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｖａｌｉｄａｔｉｏｎｍｅｔｒｉｃｆｏｒｍｏｄｅｌｓｗｉｔｈ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｏｕｔｐｕｔａｔａｓｉｎｇｌｅｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅ

步骤１：收集物理实验观测值。流程图的右
边，通过物理实验得到在单点位置矢量ｘ处的ｍ

·３６·
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组ｄ维实验观测值：（ｙｅ１ｊ，…，ｙ
ｅ
ｉｊ，…，ｙ

ｅ
ｄｊ），ｊ＝１，

…，ｍ。
步骤２：获取模型响应量随机样本。流程图

的左边，应用相关变量随机数生成函数，得到在单

点位置矢量ｘ处的 ｎ组 ｄ维模型响应量随机样
本：（ｙｍ１ｊ，…，ｙ

ｍ
ｉｊ，…，ｙ

ｍ
ｄｊ），ｊ＝１，…，ｎ。

步骤３：计算模型响应量和实验观测值的各
阶矩。采用式（１１）～（１４）计算模型响应量和实
验观测值的各阶矩。

μｍｉ ＝Ｅ（Ｙ
ｍ
ｉ）≈

１
ｎ∑

ｎ

ｊ＝１
（ｙｍｉｊ） （１１）

μｅｉ ＝Ｅ（Ｙ
ｅ
ｉ）≈

１
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
（ｙｅｉｊ） （１２）

ｃｍｉｋ ＝Ｃｏｖ（Ｙ
ｍ
ｉ，Ｙ

ｍ
ｋ）

　 ≈ １
ｎ－１∑

ｎ

ｊ＝１
［ｙｍｉｊ－Ｅ（Ｙ

ｍ
ｉ）］［ｙ

ｍ
ｋｊ－Ｅ（Ｙ

ｍ
ｋ）］

（１３）
ｃｅｉｋ ＝Ｃｏｖ（Ｙ

ｅ
ｉ，Ｙ

ｅ
ｋ）

　 ≈ １
ｍ－１∑

ｍ

ｊ＝１
［ｙｅｉｊ－Ｅ（Ｙ

ｅ
ｉ）］［ｙ

ｅ
ｋｊ－Ｅ（Ｙ

ｅ
ｋ）］
（１４）

步骤４：求解模型确认指标。将求解所得的各
阶矩带入式（７）和式（９），可得到单点位置多维响
应量模型确认指标ｄＬＡ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）和ｄＬＲ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）。

２．２　多点位置指标求解

多点位置指标求解建立在单点位置指标求解

的基础之上，主要包括３个步骤。
步骤１：根据实验计划，确定 ｋ个不同位置的

可控输入矢量ｘｈ，ｈ＝１，…，ｋ。
步骤２：按照２．１节单点位置指标求解步骤，

依次求解ｋ个不同位置的可控输入矢量ｘｈ处的多
维响应量模型确认指标 ｄｈＬＡ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）和 ｄｈＬＲ（Ｙ
ｍ，

Ｙｅ），ｈ＝１，…，ｋ。
步骤３：根据式（８）和式（１０）求解多点位置

的模型确认指标。其中 ｄＧＡ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）和 ｄＧＲ（Ｙ

ｍ，

Ｙｅ）分别由式（１５）和式（１６）求解。

ｄＧＡ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）＝Ｅ［ｄＬＡ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）］＝１ｋ∑
ｋ

ｈ＝１
ｄｈＬＡ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）

（１５）

ｄＧＲ（Ｙ
ｍ，Ｙｅ）＝Ｅ［ｄＬＲ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）］＝１ｋ∑
ｋ

ｈ＝１
ｄｈＬＲ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）

（１６）

３　算例分析

下面针对基于混合矩的多输出模型确认指

标，通过两个算例验证它们的可行性和有效性。

３１　算例１

本算例的物理实验数据通过下式获取：

ｙｅ１（ｘ，θ）＝ｓｉｎ（２ｘ－０．５π）θ＋ε１
ｙｅ２（ｘ，θ）＝ｃｏｓ（０．２５πｘ）θ＋０．２ｘ＋ε２

（１７）

式中：ｘ（０≤ｘ≤６）为可控变量，θ（θ＝１５）为模型
参数，ε１～Ｎ（０，０２

２）和ε２～Ｎ（０，０２
２）为两个实

验响应量的测量误差，ε１与 ε２之间的相关系数
ρε１，ε２＝０．５。构建的预测模型共５个，它们分为两
组（见表１）。设模型响应量的样本量用 ｎ表示，
物理实验观测值的样本量用ｍ表示。

表１两个测试组预测模型
Ｔａｂ．１　Ｆｏｒｍｕｌａｓｏｆｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅｍｏｄｅｌｓｉｎｔｗｏｔｅｓｔｃａｓｅｓ

测试

组

模型

编号
公　　　式

第

一

组

１
ｙｍ１１（ｘ）＝ｙ

ｅ
１（ｘ，θ＝１．５）

ｙｍ１２（ｘ）＝ｙ
ｅ
２（ｘ，θ＝１．５），ρε１，ε２＝０．５

２
ｙｍ２１（ｘ）＝ｙ

ｅ
１（ｘ，θ＝１．２）

ｙｍ２２（ｘ）＝ｙ
ｅ
２（ｘ，θ＝１．２），ρε１，ε２＝０．５

３
ｙｍ３１（ｘ）＝ｙ

ｅ
１（ｘ，θ＝１．２）

ｙｍ３２（ｘ）＝ｙ
ｅ
２（ｘ，θ＝１．２），ρε１，ε２＝－０．６

第

二

组

４
ｙｍ４１（ｘ）＝ｙ

ｅ
１［ｘ，θ～Ｎ（１．５，０．２

２）］

ｙｍ４２（ｘ）＝ｙ
ｅ
２［ｘ，θ～Ｎ（１．５，０．２

２）］，ρε１，ε２＝０．５

５
ｙｍ５１（ｘ）＝ｙ

ｅ
１［ｘ，θ～Ｎ（１．５，０．４

２）］

ｙｍ５２（ｘ）＝ｙ
ｅ
２［ｘ，θ～Ｎ（１．５，０．４

２）］，ρε１，ε２＝０．５

３１１　测试１
包括３个预测模型。模型 １与实验过程一

致，是一个正确的模型；模型２的参数θ与实验模
型有差异；模型３与实验模型相比，不仅模型参数
θ发生了变化，而且相关系数也发生了变化。显
然模型１的准确性高于模型２，模型２高于模型
３。这组测试的目的：在模型参数或相关性存在差
异的情况下，讨论所建指标的适应性、可行性和有

效性。

３１１１　单点位置测试
ｍ固定，ｎ变化。在 ｘ＝２０处，按照 ２１部

分提出的单点位置指标求解方法和步骤，分别由

式（１７）生成ｍ＝１０００组实验观测数据，由表１第
一测试组模型生成ｎ组模型响应量，其中 ｎ在区
间［１００，１２０００］变化，计算模型确认指标值。不
确定性条件下，指标值具有一定的随机性，指标均

值的置信度为９５％的置信区间随 ｎ的变化情况
如图２、图３所示。

·４６·
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图２　ｄＬＲ均值的置信区间在ｘ＝２０处随ｎ的变化曲线

Ｆｉｇ．２　ＣｏｎｆｉｄｅｎｃｅｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｔｈｅｍｅａｎｏｆｄＬＲ
ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｎａｔｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅｘ＝２．０

图３　ｄＬＡ均值的置信区间在ｘ＝２．０处随ｎ的变化曲线

Ｆｉｇ．３　ＣｏｎｆｉｄｅｎｃｅｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｔｈｅｍｅａｎｏｆｄＬＡ
ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｎａｔｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅｘ＝２．０

由如图２、图３可以看出，在单点位置，随着ｎ
的增大，模型确认指标 ｄＬＡ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）和 ｄＬＲ（Ｙ
ｍ，

Ｙｅ）的均值及其置信区间都迅速减小，当 ｎ＞２０００
时，它们趋于稳定状态，收敛到一个固定值或范

围，这表明ｎ＞２０００时，模型响应量的计算结果趋
于它们的解析解，且３个计算模型与物理实验之
间的差异程度也处于稳定状态。为了尽可能地提

高模型响应量的计算精度，本文在模型确认指标

的验证过程中，选取 ｎ＝１００００作为模型响应量
样本量。

ｎ固定，ｍ变化。在 ｘ＝２０处，按 ２１部分
提出的单点位置指标求解方法和步骤，由表１第
一测试组模型生成 ｎ＝１００００组模型响应量，由
式（１７）生成 ｍ组实验观测数据，其中 ｍ在区间
［５，１０００］变化，计算模型确认指标值。指标均值
的置信度为９５％的置信区间随 ｍ的变化情况如
图４和图５所示。

（ａ）ｍ在区间［０，５０］变化图
（ａ）ｍｖａｒｉｅｓｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，５０］

（ｂ）ｍ在区间［５０，１０００］变化
（ｂ）ｍｖａｒｉｅｓｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［５０，１０００］

图４　ｄＬＲ均值的置信区间在ｘ＝２．０处随ｍ的变化曲线

Ｆｉｇ．４　ＣｏｎｆｉｄｅｎｃｅｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｔｈｅｍｅａｎｏｆｄＬＲ
ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｍａｔｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅｘ＝２．０

由图４，图５可以看出：在单点位置，随着实
验观测数据ｍ的增大，模型确认指标ｄＬＡ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）
和ｄＬＲ（Ｙ

ｍ，Ｙｅ）的均值及其置信区间都迅速减小；
当ｍ＞２００时，它们开始趋于收敛；当 ｍ＝１０００
时，它们收敛到一个固定值或范围。

由图４（ａ）和图 ５（ａ）可以看出，当 ｍ在
［５，５０］区间取值时，模型确认指标（尤其相对指
标ｄＬＲ）均值的置信区间较大，且相互重叠。这一
现象表明当实验观测数据量过少时，运用该指标

难以准确区分计算模型之间的优劣，存在判断错

误的风险。因此，在实验数据过少，且实验数据误

差过大的情况下，提出的模型确认指标具有一定

的局限性。

由图４（ｂ）和图５（ｂ）可以看出，当实验观测
数据ｍ＞５０时，局部混合矩模型确认指标都能够
很好地度量计算模型与物理实验之间的差异程

度，客观地评估计算模型之间的优劣。为了从理

·５６·
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（ａ）ｍ在区间［０，５０］变化
（ａ）ｍｖａｒｉｅｓｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，５０］

（ｂ）ｍ在区间［５０，１０００］变化
（ｂ）ｍｖａｒｉｅｓｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［５０，１０００］

图５　ｄＬＡ均值的置信区间在ｘ＝２．０处

随ｍ的变化曲线
Ｆｉｇ．５　ＣｏｎｆｉｄｅｎｃｅｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｔｈｅｍｅａｎｏｆｄＬＡ
ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｍａｔｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅｘ＝２．０

论上更好地验证所提指标的可行性和有效性，本

文在模型确认指标的验证过程中，选取实验观测

数据的样本量ｍ＝１０００。
ｎ固定，ｍ固定。在 ｘ＝２．０处，按２．１部分

提出的单点位置指标求解方法和步骤，由式（１７）
生成１０００组实验观测数据，由表１第一测试组计
算模型生成１００００组模型响应量，计算模型确认
指标，并与文献［１１］提出的ＰＩＴ面积法指标进行
对比，结果见表２。

表２　单点位置第一测试组模型确认指标计算结果
Ｔａｂ．２　Ｍｅｔｒｉｃｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｓｔｍｏｄｅｌｓ

ｆｏｒｓｉｎｇｌｅｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅｓ

指标 模型１ 模型２ 模型３

ＰＩＴ面积法 ０．００９ ０．１０５ ０．１８４

ＬＡ－３Ｍ ０．０３６ ０．２３８ ０．４１１

ＬＲ－３Ｍ ０．０３７ ０．２４７ ２．４３１

３１１２　多点位置测试
可控制变量 ｘ在（０≤ｘ≤６）的区间范围内，

从０开始每间隔００１取一个ｘ值，即选取６００个
固定点。同理，对每个 ｘ值，由式（１７）生成１０００
组实验观测数据，由表１第一测试组中的３个模
型分别仿真生成１００００组模型响应量，按照２２
部分提出的多点位置指标求解方法和步骤，得到

的多点位置的模型确认指标值，并与文献［１１］提
出的ｔｐｏｏｌｉｎｇ面积指标进行对比，结果见表３。

表３　多点位置第一测试组模型确认指标计算结果
Ｔａｂ．３　Ｍｅｔｒｉｃｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｓｔｍｏｄｅｌｓ

ｆｏｒｍｕｌｔｉｐｌｅｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅｓ

指标 模型１ 模型２ 模型３

ｔｐｏｏｌｉｎｇ ０．０１２ ０．１０３ ０．１４４

ＧＡ－３Ｍ ０．０７３ ０．４４０ ０．５９４

ＧＲ－３Ｍ ０．２０６ １．６９４ ３．８４３

本算例测试１中，通过表２和表３可以清晰
地看出，无论在固单点位置，还是在多点位置，在

模型参数和相关系数存在差异的情况下，本文提

出的模型确认指标同ＰＩＴ和ｔｐｏｏｌｉｎｇ面积指标具
有同样的效果，都能够客观地判断出模型１优于
模型２，模型２优于模型３，这一结论与定性分析
相符，达到第一组测试的目的，验证了所提指标的

可行性和有效性。

３１２　测试２
包括２个预测模型。模型４和模型５将确定

性参数θ误作为不确定性变量，服从均值同为 θ
＝１５，方差不同的正态分布。其中模型４中θ的
方差较小，而模型５中方差较大，显然模型４与实
验数据的一致性高于模型 ５。第二组测试的目
的：在模型参数的离散程度存在很小差异时，验证

所建指标是否能够客观准确地度量计算模型与物

理实验之间的差异程度。

３１２１　单点位置测试
在ｘ＝３．０处，按照２．１部分提出的单点位置指

标求解方法和步骤，同理，由式（１７）生成１０００组实
验观测数据，由表１第二测试组计算模型生成１００００
组模型响应量，得到模型确认指标，并与文献［１１］
提出的ＰＩＴ面积指标进行对比，结果见表４。
３１２２　多点位置测试

在可控制变量ｘ（０≤ｘ≤６）的区间范围，从０
开始每间隔００１取一个ｘ值，即选取６００个固定
点。对应于每个ｘ值，由式（１７）生成１０００组实验
观测数据，由表１第二测试组中的２个模型生成

·６６·
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１００００组模型响应量，按照２２部分提出的多点
位置指标求解方法和步骤，得到模型确认指标值，

并与文献［１１］提出的 ｔｐｏｏｌｉｎｇ面积指标进行对
比，结果见表５。

表４　单点位置第二测试组模型确认指标计算结果
Ｔａｂ．４　Ｍｅｔｒｉｃｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｔｅｓｔｍｏｄｅｌｓ

ｆｏｒｓｉｎｇｌｅｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅｓ

指标 模型４ 模型５

ＰＩＴ面积法 ０．０４８ ０．１１７

ＬＡ－３Ｍ ０．５０８ １．０１３

ＬＲ－３Ｍ ２．６７４ １０．６７５

表５　多点位置第二测试组模型确认指标计算结果
Ｔａｂ．５　Ｍｅｔｒｉｃｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｔｅｓｔｍｏｄｅｌｓ

ｆｏｒｍｕｌｔｉｐｌｅｖａｌｉｄａｔｉｏｎｓｉｔｅｓ

指标 模型４ 模型５

ｔｐｏｏｌｉｎｇ ０．０３９ ０．０８１

ＧＡ－３Ｍ ０．３８１ ０．７４６

ＧＲ－３Ｍ １．８９１ ７．２９９

本算例测试２中，由表４和表５可以清晰地
看出，无论在单点位置，还是在多点位置，在确定

性参数 θ被错误地作为不确定性变量的情况下，
本文提出的指标同ＰＩＴ和ｔｐｏｏｌｉｎｇ面积指标具有
同样的效果，都能够明确地判断出模型４优于模
型５，这一结论与定性分析吻合，达到第二组测试
的目的，验证了本文所提指标的可行性和有效性。

对表２～５的计算结果进一步分析可以看出：
基于混合矩的多输出模型确认相对指标（ＬＲ－
３Ｍ和 ＧＲ－３Ｍ）的灵敏度最高，而多输出模型确
认绝对指标（ＬＡ－３Ｍ和ＧＡ－３Ｍ）与 ＰＩＴ和
ｔｐｏｏｌｉｎｇ指标的灵敏度处于同一水平，相对较低。
按照模型确认指标构建原则，当模型１与实验模
型完全一致时，其指标值应该为零。从表２和表
３的结果来看，模型１的六个指标值都不为零，尤
其ＧＲ－３Ｍ的偏差较大（０２０６），这一问题的原
因不在于指标本身，而在于实验室数据和模型计

算存在不确定性。如果进一步提高模型计算精

度，增加实验数据量，减少实验误差，模型１的指
标值最终会收敛于零。

３２　算例２

如图６所示的矩形截面悬臂梁，自由端承受
集中可控力，梁的长度 Ｌ＝２ｍ，截面宽度 ｂ＝
５０ｍｍ，截面厚度 ｈ＝３７ｍｍ，弹性模量 Ｅ～Ｎ
（２０６８，１０５２），输出响应量为梁固定端Ａ点的正

应力 σＡ（ＧＰａ）、自由端 Ｂ点处截面的转角 θＢ
（ｒａｄ）和挠度 ｙＢ（ｍｍ），实验数据由解析方程
式（１８）产生，它们的测量误差分别为 εθ～Ｎ（０，
０００５２），εｙ～Ｎ（０，０００５

２），εσ～Ｎ（０，０．０１
２）。

图６　悬臂梁结构
Ｆｉｇ．６　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

σＡ＝
６ＦＬ
ｂｈ２
＋εσ

ｙＢ＝
４ＦＬ３

Ｅｂｈ３
＋εｙ

θＢ＝
６ＦＬ２

Ｅｂｈ３
＋ε











 θ

（１８）

为节约实验费用，提高效率，工业部门建立了

３个不确定条件下的悬臂梁模型，这些模型的形
式与解析方程相同，但各随机变量的分布函数或

分布参数存在差异，具体情况见表６。

表６　悬臂梁输入随机变量的分布参数
Ｔａｂ．６　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｉｎｐｕｔｓｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

变量 模型１ 模型２ 模型３

Ｅ／ＧＰａ Ｎ（２０６８，１６２）Ｎ（１８０３，１６２） Ｎ（１８０３，１６２）

εθ／ｒａｄ Ｎ（０，０００５２） Ｎ（０，０００５２） Ｎ（０，０００５２）

εｙ／ｍ Ｎ（０，０００５２） Ｎ（０，０００５２） Ｎ（０，０００５２）

εσ／ＧＰａ Ｎ（０，００１２） Ｎ（０，００１２） Ｎ（０，００１２）

ｂ／ｍｍ ５０ ５０ Ｎ（５０，４５２）

ｈ／ｍｍ ３７ ３７ Ｎ（３７，３５２）

　　同理，本算例Ｆ分别在单点１０００Ｎ处和８个
位置 ６００，７００，…，{ }１３００处，按照第２部分的指标
求解方法和步骤，由式（１８）生成１０００组实验观
测数据，由表 ６中的 ３个计算模型分别生成
１００００组模型响应量，得到的模型确认指标计算
值，结果见表７。

表７　悬臂梁模型确认指标计算结果
Ｔａｂ．７　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖａｌｉｄａｔｉｏｎｍｅｔｒｉｃｆｏｒｔｈｅ

ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｍｏｄｅｌｓ

指标 模型１ 模型２ 模型３

ＬＡ－３Ｍ ０．０１１ ０．０３５ ０．０９５

ＬＲ－３Ｍ ２．９８９ ７．５３６ １６．６７１

ＧＡ－３Ｍ ０．０１４ ０．０３４ ０．０９１

ＧＲ－３Ｍ ３．７３５ ５．２２７ １４．０１３
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　　由表７可以看出，无论在单点位置，还是在多
点位置，运用本文提出的模型确认指标都能够明

确判断出模型１优于模型２，模型２优于模型３，
这一结论与定性分析结果吻合，从而再次验证了

所提指标的可行性和有效性。

４　结论

基于混合矩的多输出模型确认绝对指标和相

对指标及求解方法，能够有效度量模型响应量与

实验结果之间差异程度。

１）由于采用了工程人员比较熟悉且便于应用
的各阶矩作为指标的组成要素，使得该指标具有工

程应用方便、物理意义明显和分辨率高等优点。

２）指标既适合单输出模型确认，也适合复杂
的具有相关关系的多输出模型确认，可以直接用

于工程设计与分析、多模型方案决策、模型预测能

力评估和模型校准效果评价等工作之中，对推进

工程建模的建设和发展具有重要意义。

３）指标及其求解方法也存在一定的局限性：
一是当实验数据过少且误差过大，或模型计算结

果不准确时，指标计算结果会产生一定的偏差。

二是指标求解方法是一种比较简单的方法，在提

高求解效率和准确性方面，指标的求解方法还有

待于进一步深化研究。
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