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摘　要：鲁棒性多视图三角化方法通常借助重投影误差经验阈值来剔除图像对应中的错误匹配，该经验
阈值的选取直接影响三维重构场景点的数量和精度。在分析图像特征点定位噪声及对极传递几何原理的基

础上，建立对极传递过程不确定性的传递模型，提出一种基于核密度估计的最优噪声尺度估算方法，并将该

噪声尺度作为多视图三角化中错误匹配筛选的依据。实验结果表明，该方法可以获得准确的噪声尺度估计，

从而有效提升多视图三角化方法的三维重构质量。
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　　基于图像的三维重构是计算机视觉的重要研
究内容，近年来备受学术界关注而且取得了众多

研究成果［１］。作为基于图像三维重构的核心步

骤，多视图三角化（ｍｕｌｔｉｖｉｅｗｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ）的目标
是在各相机内、外参数均已知的情况下估计场景

的三维结构［２］。理想情况下，三维场景点坐标可

以通过计算其在不同视图中视线的交汇点得到。

然而，由于特征点定位噪声和图像对应匹配错误

在实际图像中总是存在，因此多视图三角化问题

不能采用上述简单的方法求解，而是需要借助鲁

棒的外点（ｏｕｔｌｉｅｒ）剔除方法将错误匹配删除后利
用优化技术对三维场景重构结果进行求精［３－８］。

在多视图三维重构中，为消除图像对应中错

误匹配对三角化的不利影响，目前有两种比较流

行的策略：一类是迭代剔除方法［３］；另一类是整

体剔除方法［４］。从本质上来说，上述多视图三角

化算法均依据重投影误差经验阈值来识别图像对

应中的错误匹配，即若重构的三维场景点在某一

视图中的投影与相应的图像特征点的欧式距离大

于某一阈值时，则认为该图像特征点为错误匹配

对应［１－２］。选取较小的重投影误差阈值可以有效

剔除匹配错误对应，也可以有效降低重投影误差，

但同时也删除了大量匹配正确的图像对应，从而

导致正确重构的三维场景点数量下降，同时也会

降低多视图三角化结果的精度。因此，为了获得

更加客观的三维重构结果，需要准确估计图像特

征点定位噪声尺度，在此基础上确定重投影误差

阈值作为错误匹配剔除的依据。
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１　图像特征点定位噪声及对极传递

１．１　特征点定位噪声及其尺度

记二维图像特征点的齐次坐标的真实值

ｕ为：
ｕ＝（ｕ，ｖ，１）Ｔ （１）

不失一般性，本文图像齐次坐标第三个分量固定

为１。假设相应的图像观察坐标ｕ是ｕ在均值为
０、标准差为 σ的二维各向同性高斯噪声干扰下
的随机向量，则 ｕ＝（ｕ，ｖ，１）Ｔ的概率密度函数
满足：

ｐ（ｕ，ｖ）＝ １
２πσ２

ｅ－
（ｕ－ｕ）２＋（ｖ－ｖ）２

２σ２ （２）

假定图像特征点的真实值为 ｕ＝（０，０，１）Ｔ，
则（ｕ，ｖ）Ｔ的分布如图 １所示。在多视图三角化
中，高斯噪声模型是图像特征点定位噪声分布的

常用假设，该模型下噪声尺度指的是高斯噪声的

标准差σ。

图１　高斯噪声下图像特征点位置分布概率密度
Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｉｍａｇｅ

ｆｅａｔｕｒｅｐｏｉｎｔｌｏｃａｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅ

１．２　对极传递几何原理

在没有噪声的情况下，假设三维场景点 Ｕ在
三个中心位于 Ｏ１，Ｏ２以及 Ｏ３的视图中的图像点
分别为ｕ，ｕ′以及ｕ″（如图 ２所示），即：

ｕ＝（ｕ，ｖ，１）Ｔ

ｕ′＝（ｕ′，ｖ′，１）Ｔ

ｕ″＝（ｕ″，ｖ″，１）
{ Ｔ

（３）

根据对极几何原理［２］，如下关系成立：

ｕ″ＴＦ１３ｕ＝０

ｕ″ＴＦ２３ｕ′{ ＝０
（４）

其中，Ｆｉ３（ｉ＝１，２）表示相机中心为 Ｏ３和 Ｏｉ的两
视图间的基础矩阵。如图 ２所示，式（４）第一行
表示图像点ｕ″通过对极线 Ｆ１３ｕ，第二行表示图像

点ｕ″通过对极线 Ｆ２３ｕ′。因此，ｕ″位于对极线 Ｆ
１
３ｕ

与对极线Ｆ２３ｕ′的交汇处，即：
ｕ″Ｆ１３ｕ×Ｆ

２
３ｕ′ （５）

其中，符号“”表示相差尺度因子的相等。在多
视图几何中，上述关系称为对极传递（ｅｐｉｐｏｌａｒ
ｔｒａｎｓｆｅｒ）［２］。

图２　三视图对极传递示意图
Ｆｉｇ．２　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅｖｉｅｗｅｐｉｐｏｌａｒｔｒａｎｓｆｅｒ

２　自适应特征点定位噪声尺度估算

当变量的观察样本数量较多时，噪声尺度的

估计可以采用统计方法［９］。在基于图像的三维

重构中，由于所有图像均只成像一次，因此无法使

用统计方法。本节推导三视图对极传递不确定性

传递模型并提出基于核密度估计的鲁棒性图像特

征点定位噪声尺度估计方法。

２．１　对极传递不确定性描述模型

为便于推导，首先定义如下映射：

ψ：（ｕ，ｕ′）!ｕ″＝
Ｆ１３ｕ×Ｆ

２
３ｕ′

［Ｆ１３ｕ×Ｆ
２
３ｕ′］３

（６）

其中，［·］３表示取向量的第 ３维元素的操
作。令

)ｕ＝（ｕ，ｖ，ｕ′，ｖ′）Ｔ （７）
映射ψ可以表达为如下对极传递映射：

：)ｕ
!

ｕ″＝Ａ×ＢＣ（ )ｕ） （８）

其中，

Ａ＝［Ａ１（ )ｕ），Ａ２（ )ｕ），Ａ３（ )ｕ）］Ｔ （９）
与

Ｂ＝［Ｂ１（ )ｕ），Ｂ２（ )ｕ），Ｂ３（ )ｕ）］Ｔ （１０）
为关于列向量 )ｕ的向量值函数。Ａｉ（ )ｕ），Ｂｉ（ )ｕ）
（ｉ＝１，２，３）以及 Ｃ（ )ｕ）均为关于 )ｕ的标量值函
数。在高斯噪声模型假设下，ｕ″的不确定性可由
其均值和协方差矩阵描述。为了便于推导，引入

如下定理：

定理１［２］：记ｖ为ＲＲｍ中均值为μｖ、协方差矩阵
为Σｖ的随机向量，φ：ＲＲ

ｍ
!

ＲＲｎ为ｖ附近可微分的
映射，则φ（ｖ）∈ＲＲｎ是均值为φ（μｖ）、协方差矩阵

·７１１·
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为ＪφΣｖＪ
Ｔ
φ的随机变量（Ｊφ为映射φ的雅可比矩阵

在点μｖ的取值）。
根据定理１，ｕ″的均值为：

μｕ″＝φ（ )ｕ） （１１）

)ｕ的协方差矩阵Σ)ｕ为：

Σ)ｕ ＝

σ２ ０ ０ ０
０ σ２ ０ ０
０ ０ σ２ ０
０ ０ ０ σ











２

（１２）

给定Σ)ｕ和Ｊ，ｕ″的协方差矩阵为：
Σｕ″＝ＪΣ)ｕＪ

Ｔ
 ＝σ

２ＪＪ
Ｔ
 （１３）

其中，Ｊ为对极传递映射（如式（８）所示）的雅
可比矩阵在点μｕ″处的取值。

２．２　噪声尺度估计

本节研究如何利用图像观察值ｕ″，均值μｕ″以

及相应的协方差矩阵Σｕ″估计特征点定位噪声尺
度。为了便于推导，首先介绍如下两个定理。

定理２［２］：记ｖ为ＲＲｍ中均值为μｖ、协方差矩阵
为Σｖ的随机向量，则（ｖ－μｖ）

ＴΣ＋ｖ（ｖ－μｖ）服从Ｘ
２
ｒ

分布。其中，Σ＋ｖ为协方差矩阵Σｖ的伪逆矩阵，ｒ为
矩阵Σｖ的秩。

定理３［１０］：设ｖ为一概率密度函数ｆｖ的随机变
量，ｇ（·）为单调、可逆且可微分的函数。则 ｚ＝
ｇ（ｖ）的概率密度函数ｆｚ为：

ｆｚ（ｘ）＝ｆｖ ｇ
－１（ｘ( )） ｄｇ－１（ｘ）

ｄｘ
上述原理称为变量变换原理。

假设三维场景点在 Ｍ个视图中可见，记第 ｉ
（１≤ｉ≤Ｍ）个视图中相应的图像观察点为
ｕ″ｉ。令：
ｔ′２ｉ＝［ｕ″ｉ－（ )ｕｉ）］

ＴΣ＋)ｕｉ［ｕ″ｉ－（

)ｕｉ）］

　 ＝σ２［ｕ″ｉ－（

)

ｕｉ）］
Ｔ（ＪＪ

Ｔ
）

＋［ｕ″ｉ－（

)ｕｉ）］
（１４）

根据定理２可知，｛ｔ′２ｉ｝服从 Ｘ
２
ｒ分布。因此，

｛ｔ′ｉ｝服从Ｘｒ分布，且其概率密度函数ｆＸ（ｔ′；ｒ）为：

ｆＸ（ｔ′；ｒ）＝
ｔ′ｅ－

ｔ′２
２

Γ ｒ( )２
（１５）

其中，Γ（ｋ）＝（ｋ－１）！为伽马函数。由于
［ｕ″］３≡１，矩阵Σｕ″的秩 ｒ为２。由于式（１４）中 σ
未知，因此无法直接计算ｔ′ｉ。将式（１４）两边同时
除以σ２后取根号，有：

ｔｉ＝
ｔ′ｉ
σ
＝ ［ｕ″ｉ－（

)ｕｉ）］
Ｔ（ＪＪ

Ｔ
）
＋［ｕ″ｉ－（

)ｕｉ）槡 ］

（１６）

注意，｛ｔｉ｝仅依赖于图像观察，因此可以从图像特
征点对应数据中计算获得。由上述关系以及定理

３可知，｛ｔｉ｝的概率密度函数为：

ｆｍｄ（ｔ）＝σｆＸ（σｔ；ｒ）＝σ
２ｔ（ｅ－

（σｔ）２
２ ） （１７）

由于函数ｆｍｄ（ｔ）位于 ｔ＝１／σ处的极大值只有一
个。因此，若已知ｆｍｄ（ｔ）在ｔ处取得最大值，便可
获得σ的估计值 σ^：

σ^＝ １
ａｒｇｍａｘ

ｔ
｛ｆｍｄ（ｔ）｝

（１８）

因此，噪声尺度估算的关键是定位｛ｔｉ｝分布的密
度函数的极大值。对于集合｛ｔｉ｜ｉ＝１，…，ｎσ｝（ｎσ
为图像特征点对应三元组数量），使用核密度估

计（ＫｅｒｎｅｌＤｅｎｓｉｔｙＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＫＤＥ）方法［１１］来拟

合其分布。在任意位置ｔ，核密度计算如下：

ｆ^ｍｄ（ｔ）＝
１
ｎσ
∑

１≤ｉ≤ｎσ

Ｋｔ－ｔｉ( )ｈ
（１９）

其中，Ｋ（·）为核函数，ｈ为带宽。本文采用
Ｅｐａｎｅｃｈｎｉｋｏｖ核［１１］，带宽的选取与文献［１２］相
同。获得密度函数 ｆ^ｍｄ（ｔ）之后，噪声尺度可由
式（１９）计算（如图 ３所示）。

图３　噪声尺度估算示意图
Ｆｉｇ．３　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｎｏｉｓｅｓｃａｌｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

３　实验结果与分析

为验证算法的有效性，利用合成数据和真实

图像两种数据对其进行定性和定量测试。该算法

的实现采用 Ｃ＋＋语言，所有实验均在 Ｗｉｎｄｏｗｓ
ＸＰ操作系统下进行，实验用 ＰＣ的 ＣＰＵ为 Ｉｎｔｅｌ
Ｃｏｒｅｉ７－３７７０３．４ＧＨｚ处理器，内存为２ＧＢ。多视
图三角化所需特征点对应采用尺度不变特征转换

（ＳｃａｌｅＩｎｖａｒｉａｎｔＦｅａｔｕｒｅＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＳＩＦＴ）图像特
征检测及匹配方法获取［１３］，错误匹配的剔除采用

文献［４］中的方法。上述方法是现有方法中性能
最佳的方法之一，不仅能有效删除外点而且可同

时获得三维结构的初始估计［５］。在此基础上利用

集束优化（ｂｕｎｄｌｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ）［１４］对重建结果进
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一步迭代求精。为了定量地分析实验结果，采用模

拟数据和具有特殊场景结构的真实图像作为实验

数据。

３．１　模拟数据实验

利用模拟数据对对极传递不确定性及噪声尺

度估计的精度进行测试。为获取模拟数据，在多个

位置上生成虚拟相机同时观察斯坦福大学的

ｂｕｎｎｙ点云模型。通过调节相机内、外参数，各相
机观察到的图像被限定在１０００×１０００像素以内。
通过改变高斯噪声的标准差，可生成不同噪声尺

度的图像数据供测试。

首先，将该协方差计算方法与基于大数定

理［９］的统计方法进行对比。对于统计方法，均值

Ｅｄ［ｕ″］的计算如下：

Ｅｄ［ｕ″］＝
１
Ｎｄ ∑１≤ｉ≤Ｎｄ

ｕ″ｊ （２０）

其中，Ｎｄ为样本数量（取 Ｎｄ ＝１５００）。协方差
Ｃｏｖｄ［ｕ″］为：
Ｃｏｖｄ［ｕ″］＝Ｅｄ［（ｕ″ｊ－Ｅｄ［ｕ″］）（ｕ″ｊ－Ｅｄ［ｕ″］）ｊ］

（２１）
为了直观地比较协方差估计的优劣，本实验采用

ｋ－超椭球（ｋｈｙｐｅｒｅｌｌｉｐｓｏｉｄ）对协方差进行可视
化［９］。对于任意标量ｋ（０≤ｋ≤１），ｕ″位于ｋ－超
椭球

（ｕ″－μｕ″）
ＴΣ＋ｕ″（ｕ″－μｕ″）＝ｋ

２ （２２）
内部的概率等于 ＦＸ２２（ｋ）。对于任意 ｋ，可以绘制

出一个椭圆。统计方法与解析方法获得的协方差

可视化结果如图 ４所示。其中，ｋ＝０７５，即在理
想情况下，应有７５％的数据位于椭圆内部。从图
４的结果不难看出，该方法获得的协方差估计与
统计方法的结果非常接近。

图４　对极传递协方差可视化（σ＝２．０像素）
Ｆｉｇ．４　Ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｖａｒｉａｎｃｅｏｆｅｐｉｐｏｌａｒ

ｔｒａｎｓｆｅｒ（σ＝２０ｐｉｘｅｌ）

接下来，对本文方法噪声尺度估计精度进行

测试。实验数据使用１０个虚拟相机对５１２个三
维点进行观察，图像数据的错误匹配率为３０％。
图 ５为本文算法在不同噪声尺度条件下，绝对误
差Δσ＝ σ－σ^在５０个问题实例上的统计结果
箱图。每个箱图的横线为中值，上下边缘分别为

第一和第三四分位数。从图 ５易知，Δσ大多位
于０１与０４个像素之间，且该算法具有较好的
鲁棒性。

图５　噪声尺度估计精度箱图（外点比例为３０％）
Ｆｉｇ．５　Ｂｏｘｐｌｏｔｏｆｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｎｏｉｓｅｓｃａｌｅ

ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ（ｗｉｔｈ３０％ ｏｕｔｌｉｅｒｓ）

３．２　真实图像实验

对于真实图像，由于无法获取图像特征点定

位噪声尺度的真实值，因此无法对噪声尺度估计

的精度进行评估。因此，本实验借助场景中的约

束来从侧面测试本文方法在真实图像三角化中的

性能。图 ６为本实验采用的真实图像样张，后续
定量分析重点考察真实场景中两个便携式电脑屏

幕对应的平面区域。

为了考察错误匹配剔除过程中重投影误差阈

值选取对三角化结果的影响，本实验利用不同噪

声尺度进行处理。三角化重构的最终平面通过最

小二乘法拟合三维场景点获得。平面场景三维点

重构三维误差定义为重构三维点到拟合平面的最

小距离。由于仅考察度量重建，并不关注场景的

真实尺寸，因此考察距离的绝对大小并无意义。

为了便于比较三维重建精度，将平面区域对应的

三维点进行缩放，以确保其包围盒最大边长为

１００“单位”。同时，本实验考察所有三维点的重
投影误差，且上述两个误差度量均计算所有场景

点的均方根误差，部分三角化结果如图 ７所示。
其中，图 ７（ａ）展示的三角化结果使用的噪声尺度
为０２像素，成功重建的三维点数量约为２４００。
图７（ｂ）和图７（ｃ）为使用本文自适应噪声尺度的
三角化结果的两个视图，成功重建的三维点数量
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约为１０５００。

图６　真实图像样张
Ｆｉｇ．６　Ｓａｍｐｌｅｒｅａｌｉｍａｇｅｓ

图７　真实图像三角化结果
Ｆｉｇ．７　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｏｎｒｅａｌｉｍａｇｅｓ

更多的定量对比实验结果如表 １所示。实
验结果表明，鲁棒性多视图三角化方法采用较小

的噪声尺度可以获取较小的重投影误差，但三维

重构的精度却并未随之提升。此外，如果采用过

小的噪声尺度，会极大地减少成功重建的三维点

数量。从表 １也可以看出，通过准确的噪声尺度
估计，可以有效提升三角化结果的三维精度，而且

不会导致成功重建的场景点数量明显减少。

表１　真实图像实验结果对比
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｎｒｅａｌｉｍａｇｅｓ

使用噪声

标准差 σ^／
像素

图像特征

点内点数

重建的

三维点数

重投影误

差／像素
三维

误差

０．２ ７４６８ ２３１７ ０．２８ ０．８２

０．５ ２９４８５ ７５２２ ０．７２ ０．７８

０．９ ４６８５５ ９８８９ １．２２ ０．７４

１．６ ５２４９０ １０５１１ １．５１ ０．７３

２．０ ５２９０６ １０５７２ １．５６ ０．８５

自适应 ５１５５０ １０４１６ １．４３ ０．７２

４　结论

假设图像特征点定位噪声满足高斯噪声分

布，在此假设条件下根据对极传递几何原理，推导

了三视图对极传递过程中特征点定位不确定性的

传递模型，提出一种基于核密度估计的特征点定

位噪声尺度估计算法，并将其应用于鲁棒性多视

图三角化中错误匹配的识别和剔除。利用仿真数

据和真实图像进行实验验证，从定性和定量的实

验结果可以看出，该方法估计的噪声尺度具有较

高的精度，将自适应噪声尺度作为外点剔除依据

有助于提高鲁棒性多视图三角化结果的质量。

在下一步工作中将继续探索在相机内、外参

数未知的情况下，特征点定位噪声的估计问题，并

研究噪声尺度估计对相机标定及其他多视图几何

估计问题（如：相机姿态估计、多视图立体）求解

精度的影响。
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