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黏弹性基底上阻尼碳纳米管的动力学特性

张大鹏，雷勇军
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：采用欧拉梁模型建立了有阻尼碳纳米管在黏弹性基底上的动力学问题分析模型。通过引入非
局部理论、广义Ｍａｘｗｅｌｌ黏弹性模型、速度相依的外阻尼模型及黏弹性基底模型推导出碳纳米管动力学分析
的欧拉梁振动控制方程。在ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ黏弹性模型基础上，分别给出无基底和全基底支撑时碳纳米管固有
频率的一般解析表达式，并分析讨论全基底时的多种典型情况。然后利用传递函数方法求解出一般边界条

件下振动控制方程的封闭解。以某单壁碳纳米管为例，得到不同边界条件下该单壁碳纳米管的前四阶固有

频率，并分析了碳纳米管非局部参数、黏弹性参数、基底刚度及长度等影响因素对固有频率和阻尼因子的影

响情况。结果表明，文中所建的动力学分析模型及计算方法对解决碳纳米管在黏弹性基底上的动力学问题

准确有效。
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　　自１９９１年被发现以来［１］，碳纳米管（Ｃａｒｂｏｎ
Ｎａｎｏｔｕｂｅｓ，ＣＮＴ）以优异的力学、化学、电学及光
学性能在物理、化学、纳米工程、电子工程和材料

工程等领域得到广泛应用［２－５］。为指导工程实

践，相关学者在碳纳米管制备［６］、电学［７－８］、力

学［９－１３］等方面进行了大量研究。在力学试验方

面，近年来曼彻斯特大学的 Ｙｏｕｎｇ［１４－１６］通过将碳
纳米管或石墨烯固定在有机玻璃上，利用拉曼光

谱学法研究了相应结构的力学性能。其中固定在

有机玻璃上的碳纳米管可等效为在基底支撑下欧

拉梁的力学模型。通过对该模型进行动力学分

析，可为碳纳米管性能测试及其操纵技术［１７］等提

供重要参考。目前，针对梁在基底支撑下的静力

学变形、动力学响应及动力学稳定性等问题，相关

学者已开展了大量研究工作［１８－２２］。然而，在这些

研究中基底大多被简化为一维 Ｗｉｎｋｌｅｒ模型［２３］，

即将基底等效为多个相互独立的线性弹簧，基底

上任一点的作用力仅与该点变形成正比。由于有
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机玻璃属于典型的黏弹性材料，采用 Ｗｉｎｋｌｅｒ模
型并不能反映其黏弹性特性，因此为了更好地分

析碳纳米管在有机玻璃上的动力学特性，必须引

入黏弹性基底力学模型。

非局部理论［２４－２５］能较好地弥补经典局部理

论在纳米尺度下的不足［２，２６］，在碳纳米管动力学

问题研究中得到了广泛应用。目前，学者利用非

局部理论对碳纳米管在基底或周围介质支撑下的

动力学问题做了大量研究，并取得一定成果。

Ｃｈａｎｇ［２］根据热弹性力学及非局部弹性理论分析
了欧拉梁在Ｗｉｎｋｌｅｒ线弹性介质中的热力学振动
及扭转稳定性问题；Ｆａｎｇ及 Ｚｈｅｎ等［９］采用非局

部弹性理论建立了双壁碳纳米管在 Ｗｉｎｋｌｅｒ线弹
性介质中的动力学控制方程，并对其非线性自由

振动问题做了相关研究；Ｆｏｔｏｕｈｉ和 ＦｉｒｏｕｚＡｂａｄｉ
等［１０］通过非局部连续壳模型就弹性介质中纳米

锥自由振动问题进行了研究，其中弹性介质简化

为Ｗｉｎｋｌｅｒ和Ｐａｓｔｅｒｎａｋ模型；Ｋｉａｎｉ［１１］针对任意边
界条件下粗短双壁碳纳米管在弹性基底上受轴向

载荷时的振动问题，采用非局部理论求得了动力

学控制方程的解析解；Ａｒａｎｉ等［２７］则基于非局部

理论和Ｗｉｎｋｌｅｒ模型分析了氮化硼纳米管的非线
性振动及不稳定性。就目前而言，针对碳纳米管

在黏弹性基底上的动力学问题的研究还很少。本

文提出了一种研究碳纳米管在黏弹性基底上动力

学特性的新方法，可为相关问题研究提供有益

参考。

１　动力学控制方程

阻尼碳纳米管在黏弹性基底上的简化力学模

型如图 １所示，碳纳米管的长度为 Ｌ，安放在位于
［ｘ１，ｘ２］内的黏弹性基底上。下面通过建立振动
控制方程对其动力学特性问题进行研究。

１．１　非局部黏弹性理论

针对均匀各向同性弹性材料，Ｅｒｉｎｇｅｎ提出的
非局部弹性理论［２８］将非局部应力张量 ｔｉｊ和局部
应力张量σｉｊ表述为：

ｔｉｊ（ｘ）＝∫
Ｖ

Ｋ（ｘ－ｘ′，）σｉｊ（ｘ′）ｄＶ （１）

σｉｊ（ｘ′）＝λｅεｋｋ（ｘ′）δｉｊ＋２μｅεｉｊ（ｘ′） （２）
其中，Ｋ（ｘ－ｘ′，）为核函数，＝ｅ０ａ／Ｌｅ为无量
纲的非局部参量（ｅ０和Ｌｅ分别表示内部和外部特
征长度，ａ为相应的材料常数），Ｖ为弹性体的体
积，λｅ和μｅ为Ｌａｍｅ常数，εｉｊ为应变张量。

若核函数 Ｋ（ｘ－ｘ′，）为格林函数，

图１　黏弹性基底支撑下的阻尼碳纳米管
Ｆｉｇ．１　Ｄａｍｐｅｄｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｗｉｔｈ

ａｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

Ｅｒｉｎｇｅｎ提出的微分型本构方程［２９］为：

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ｔｉｊ＝σｉｊ （３）
将该非局部弹性理论模型推广到黏弹性材料

中，有［３０］：

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ｔｉｊ＝σｉｊ （４）
式中，ｔｉｊ和 σｉｊ分别表示非局部和局部黏弹性应
力张量。

广义Ｍａｘｗｅｌｌ黏弹性模型（如图２所示）的松
弛模量为：

Ｅ（ｔ）＝Ｅ
"

＋∑
Ｎ

ｍ＝１
Ｅｍｅ

－ｔτｍ （５）

式中，τｍ ＝ηｍ／Ｅｍ为松弛时间（其中，ηｍ为材料阻
尼，Ｅｍ为材料刚度）。

图２　广义Ｍａｘｗｅｌｌ模型
Ｆｉｇ．２　ＧｅｎｅｒａｌＭａｘｗｅｌｌｍｏｄｅｌ

根据Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ迭加原理，可得碳纳米管的
本构方程为：

σｘｘ ＝Ｅ（ｔ）εｘｘ（０）＋∫
ｔ

０

Ｅ（ｔ－τ）
εｘｘ（τ）
τ

ｄτ

（６）

式中，εｘｘ ＝ｙ
２ｗ
ｘ２
（ｗ为梁的横向位移）。

根据式（４）、式（５）和式（６），可得［３１］：

·２４１·
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［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ｔｘｘ ＝Ｅ
"

εｘｘ（ｔ）＋∫
ｔ

０
∑
Ｎ

ｍ＝１
Ｅｍｅ

τ－ｔ
τｍ
εｘｘ（τ）
τ

ｄτ

（７）

１．２　运动平衡方程

在基底支撑区域［ｘ１，ｘ２］上选取微元ｄｘ并进

行受力分析（如图１所示），得到微元ｄｘ的动力学
平衡方程为：

Ｑ（ｘ，ｔ）
ｘ

＋ＱＮ（ｘ，ｔ）＋Ｃｅ（ｘ，ｔ）＋ρＡ
２ｗ（ｘ，ｔ）
ｔ２

＝ｐ（ｘ，ｔ）

（８）

Ｑ（ｘ，ｔ）＝Ｍ（ｘ，ｔ）
ｘ

（９）

其中，Ａ为横截面，ｗ（ｘ，ｔ）为碳纳米管的横向变
形，ｐ（ｘ，ｔ）为分布外载荷，Ｍ（ｘ，ｔ）和Ｑ（ｘ，ｔ）分别
为弯矩和剪力，ＱＮ（ｘ，ｔ）为基底作用力，Ｃｅ（ｘ，ｔ）
为外阻尼力。

式（７）两端乘以ｙ并在横截面Ａ上积分，得：

Ｍ（ｘ，ｔ）＝（ｅ０ａ）
２２Ｍ（ｘ，ｔ）

ｘ２
＋Ｅ

"

Ｉ
２ｗ
ｘ２
＋

∫
ｔ

０
∑
Ｎ

ｍ＝１
ＥｍＩｅ

τ－ｔ
τｍ 

３ｗ
ｘ２τ

ｄτ （１０）

式中，Ｉ＝∫Ａｙ２ｄＡ表示横截面对ｙ轴的惯性矩。
联立式（８）、式（９）和式（１０），微元ｄｘ的动力

学平衡方程变为：

Ｅ
"

Ｉ
４ｗ
ｘ４
＋∫
ｔ

０
∑
Ｎ

ｍ＝１
ＥｍＩｅ

τ－ｔ
τｍ 

５ｗ
ｘ４τ
ｄτ＋［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］Ｃｅ＋

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ＱＮ ＋ρＡ［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］
２ｗ
ｔ２

＝［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ｐ （１１）

１．３　外阻尼力及基底作用力

根据文献［３１］，外阻尼力Ｃｅ（ｘ，ｔ）取

Ｃｅ（ｘ，ｔ）＝Ｃ２∫
ｔ

０

μ２ｅ
－μ２（ｔ－τ）ｗ

τ
ｄτ （１２）

式中，Ｃ２为外阻尼系数，μ２为黏性系数。
由Ｗｉｎｋｌｅｒ模型［１９］可知，基底作用力ＱＮ（ｘ，ｔ）

与变形ｗ（ｘ，ｔ）间的关系式为：
ＱＮ（ｘ，ｔ）＝ｋｗ（ｘ，ｔ） （１３）

式中，ｋ为基底刚度。
在此模型基础上考虑基底的黏弹性，则基底

作用力可表示为：

ＱＮ（ｘ，ｔ）＝ ｋｗ（ｘ，ｔ）＋Ｃ０∫
ｔ

０

μ０ｅ
－μ０（ｔ－τ）ｗ

τ
ｄ[ ]τＨ（ｘ）
（１４）

式中，Ｃ０为基底的黏弹性阻尼系数，Ｈ（ｘ） ＝
［Ｈ０（ｘ－ｘ１）－Ｈ０（ｘ－ｘ２）］，Ｈ０（ｘ）为阶跃函数。

１．４　动力学控制方程

将外阻尼力表达式（１２）和基底作用力
式（１４）代入动力学平衡方程式（１１），可得：

Ｅ
"

Ｉ
４ｗ
ｘ４
＋∫
ｔ

０
∑
Ｎ

ｍ＝１
ＥｍＩｅ

τ－ｔ
τｍ 

５ｗ
ｘ４τ

ｄτ＋

Ｃ２［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］∫
ｔ

０

μ２ｅ
－μ２（ｔ－τ）ｗ

τ
ｄτ＋

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ｋｗ（ｘ，ｔ）＋Ｃ０∫
ｔ

０

μ０ｅ
－μ０（ｔ－τ）ｗ

τ
ｄ[ ]τＨ（ｘ）＋

ρＡ［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］
２ｗ
ｔ２
＝［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］ｐ

（１５）
为求解碳纳米管的固有频率 ω，令 ｐ（ｘ，ｔ）＝

０，同 时 振 动 控 制 方 程 式 的 解 形 如 ｗ ＝
Ｗ（ｘ）ｅｘｐ（ｉωｔ），则式（１５）可化为：

Ｅ
"

Ｉ＋∑
Ｎ

ｍ＝１
ＥｍＩ

ｉωτｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

ｄ４Ｗ
ｄｘ４

＋

ρＡω２－Ｃ２
ｉωμ２
ｉω＋μ２

－ ｋ＋Ｃ０
ｉωμ０
ｉω＋μ( )

０

Ｈ（ｘ[ ]）（ｅ０ａ）２ｄ
２Ｗ
ｄｘ２
＋

Ｃ２
ｉωμ２
ｉω＋μ２

＋ ｋ＋Ｃ０
ｉωμ０
ｉω＋μ( )

０

Ｈ（ｘ）－ρＡω[ ]２Ｗ＝０（１６）
令ｃ＝ ＥＩ／ρ槡 Ａ／Ｌ２，ζ０＝Ｃ０／ρＡ，ζ２＝Ｃ２／ρＡ，

ｋ ＝ｋ／ρＡ，同时引入无量纲项 α＝ｅ０ａ／Ｌ，珋ｘ＝
ｘ／Ｌ，珚Ｗ ＝Ｗ／Ｌ，则式（１６）可化为：

ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ
"

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

ｄ４珚Ｗ
ｄ珋ｘ４
＋ ω２－ｉωζ２

μ２
ｉω＋μ[

２

－

ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ( )
０

Ｈ 珋( ) ]ｘ α２ｄ
２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋ ｉωζ２

μ２
ｉω＋μ２

[ ＋

ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ( )
０

Ｈ（珋ｘ）－ω ]２ 珚Ｗ ＝０ （１７）

当碳纳米管端部为固支或简支时，其位移边界

条件可由位移直接给出。当碳纳米管端部自由时，

则需给出力边界条件，其弯矩和剪力表达式为：

Ｍ ＝ρＡＬ３ ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ
"

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

ｄ２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２{ ＋

α２ ω２－ｉωζ２
μ２

ｉω＋μ２
－ ｋ ＋ｉωζ０

μ０
ｉω＋μ( )

０

Ｈ（珋ｘ[ ]）珚}Ｗ
（１８）

Ｑ＝ρＡＬ２ ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ
"

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

ｄ３珚Ｗ
ｄ珋ｘ３{ ＋

α２ ω２－ｉωζ２
μ２

ｉω＋μ２
－ ｋ ＋ｉωζ０

μ０
ｉω＋μ( )

０

Ｈ（珋ｘ[ ]）ｄ珚Ｗｄ珋}ｘ
（１９）
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式（１８）～（１９）中珚Ｗ（珋ｘ）满足碳纳米管的边界
条件，且为四阶常系数微分方程式（１７）的解，因

此可写成四项形如 珚Ｗ＝珚Ｗｎｅ
－ｉβ珋ｘ的和，则振动控制

方程式（１７）可化为：

ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ
"

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

β４＋ ｉωζ２
μ２

ｉω＋μ２
－ω２[ ＋

ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ( )
０

Ｈ 珋( ) ]ｘ α２β２＋ ｉωζ２
μ２

ｉω＋μ２
－ω２＋[ 　

ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ( )
０

Ｈ（珋ｘ]） ＝０ （２０）

对于固支、简支等边界条件，可以确定β的取
值，如两端简支时第ｉ阶模态对应有β＝ｉπ。假设

β已知，则振动控制方程式（２０）可化为关于 ω的
Ｎ＋２次常系数多项式，则存在Ｎ＋２个根，从而可
确定碳纳米管的固有频率。

２　非局部ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ黏弹性模型

当黏弹性模型取 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型时，有

Ｎ＝１和Ｅ１→"

，并令τｄ＝η１／Ｅ
"

。同时假设外阻

尼和基底阻尼均为黏性阻尼（μ２→ "

，μ０→ "

）。

２．１　无基底支撑

基底作用力ＱＮ（ｘ，ｔ）中的Ｈ（ｘ）项限定了基

底的作用范围，当ｘ１ ＝ｘ２时，碳纳米管无基底支

撑。此时，式（２０）可化为：

－（１＋α２β２）ω２＋［ζ２＋α
２β２ζ２＋τｄｃ

２β４］ｉω＋ｃ２β４＝０

（２１）

对该二次方程求解，可得到固有频率为：

　 ωｎ ＝
ζ２
２＋

ｃ２β４

２（１＋α２β２）
τ[ ]ｄ ｉ

－ ζ２
２＋

ｃ２β４

２（１＋α２β２）
τ[ ]ｄ

２

＋ ｃ２β４

１＋α２β槡 ２

（２２）

式（２２）同文献［３１］中无基底非局部欧拉梁
固有频率表达式完全一致。

２．２　全基底支撑

当ｘ１ ＝０且ｘ２ ＝Ｌ时，碳纳米管在全长内均

受基底支撑，此时式（２０）可化为：

－（１＋α２β２）ω２＋［（ζ０＋ζ２）（α
２β２＋１）＋

τｄｃ
２β４］ｉω＋［ｃ２β４＋ｋ（α２β２＋１）］＝０

（２３）

则式（２３）根的一般表达式可写为：

ωｎ ＝
ζ０＋ζ２
２ ＋

τｄｃ
２β４

２（１＋α２β２[ ]
）
ｉ

－ ζ０＋ζ２
２ ＋

τｄｃ
２β４

２（１＋α２β２[ ]
）

２

＋ｃ
２β４＋ｋ（α２β２＋１）

１＋α２β槡 ２

（２４）
根据特定物理意义，对固有频率的一般表达

式（２４）进行讨论，可得以下几种特殊情况：
１）当碳纳米管等效为无阻尼局部弹性梁时，

α＝τｄ ＝ζ０ ＝ζ２ ＝０，则固有频率为：

ωｎ ＝ｃβ
２ １＋ｋ



ｃ２β槡 ４ （２５）

与熟知的欧拉梁经典解ωｎ ＝ｃβ
２相比，考虑

了基底的刚度参量ｋ。
２）当碳纳米管等效为有阻尼局部欧拉梁时

有α＝τｄ ＝０，可得固有频率为：

ωｎ ＝
ζ０＋ζ２
２ ｉ＋ｃβ２ － ζ０＋ζ２

２ｃβ[ ]２

２

＋１＋ｋ


ｃ２β槡 ４

（２６）
若ｋ ＝ζ０＝０，则该解即为黏性阻尼欧拉梁

的经典解。

３）当α＝ζ０＝ζ２＝０时，碳纳米管为局部黏
弹性梁，则有：

ωｎ ＝
　

　

τｄｃβ
２

２ ｉ＋ － τｄｃβ
２( )２

２

＋１＋ｋ


ｃ２β槡 ４[ ]　　 ｃβ２

（２７）
４）当碳纳米管等效为无阻尼非局部弹性欧

拉梁时，τｄ ＝ζ０ ＝ζ２ ＝０，有：

ωｎ ＝ｃβ
２ １
１＋α２β２

＋ｋ


ｃ２β槡 ４ （２８）

若ｋ ＝０，则该解与文献［３２］中无阻尼非局
部欧拉梁固有频率表达式一致。

５）当等效为非局部黏弹性欧拉梁时，ζ０ ＝
ζ２ ＝０，碳纳米管复固有频率表达式为：

ωｎ ＝
ｃ２β４

１＋α２β２
　

　

τｄ
２ｉ[ ＋

－
τ２ｄ
４＋

１＋α２β２

ｃ２β４
＋ｋ α２β２＋１

ｃ２β( )４

２

槡
]　　
（２９）

简要分析了这几种特殊情况下碳纳米管的固

有频率，一般情况下，针对振动控制方程则可通过

传递函数法［３３］（ＴｒａｎｓｆｅｒＦｕｎｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ，ＴＦＭ）
进行求解。

３　传递函数法求解

在有基底支撑作用下的 珋ｘ１，珋ｘ[ ]
２ 区域内，

·４４１·
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式（１７）可写为：

ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ

"

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

ｄ４珚Ｗ
ｄ珋ｘ４
＋

ω２－ｉωζ２
μ２

ｉω＋μ２
－ ｋ ＋ｉωζ０

μ０
ｉω＋μ( )[ ]

０

α２ｄ
２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋

ｉωζ２
μ２

ｉω＋μ２
＋ ｋ ＋ｉωζ０

μ０
ｉω＋μ( )

０

－ω[ ]２ 珚Ｗ ＝０
（３０）

在无基底支撑作用下的［０，珋ｘ１）∪ （珋ｘ２，１］区
域内，式（１７）可写为：

ｃ２ １＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ

"

τｍ
１＋ｉωτ( )

ｍ

ｄ４珚Ｗ
ｄ珋ｘ４
＋ ω２－( 　

　

ｉωζ２
μ２

ｉω＋μ)
２

α２ｄ
２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋ ｉωζ２

μ２
ｉω＋μ２

－ω( )２ 珚Ｗ＝０
（３１）

３．１　基底支撑区域

首先定义状态向量为：

η（ｘ，ω）＝ 珚Ｗ，ｄ
珚Ｗ
ｄ珋ｘ
，
ｄ２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
，
ｄ３珚Ｗ
ｄ珋ｘ[ ]３

Ｔ

（３２）

将式（３０）写成状态方程形式，如式（３３）
所示。

ｄη（ｘ，ω）
ｄ珋ｘ

＝Φ（ω）η（ｘ，ω） （３３）

Φ（ω）＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

Ａ２－Ａ３
ｃ２Ａ１

０
α２（－Ａ２＋Ａ３）

ｃ２Ａ１















０

（３４）
式中，

Ａ１ ＝１＋ｉω∑
Ｎ

ｍ＝１

Ｅｍ
Ｅ

"

τｍ
１＋ｉωτｍ

，

Ａ２ ＝ω
２－ｉωζ２

μ２
ｉω＋μ２

，

Ａ３ ＝ｋ ＋ｉωζ０
μ０

ｉω＋μ０
。

状态方程式（３３）的解可写为：
η（ｘ，ω）＝ｅｘｐ［Φ（ω）（珋ｘ－珋ｘ１）］η１（ω）（３５）

式中，η１（ω）＝η（珋ｘ１，ω）。当 珋ｘ＝珋ｘ２时，式（３５）有
η２（ω）＝Ψ（ω）η１（ω） （３６）

式中，Ψ（ω）＝ｅｘｐ［Φ（ω）（珋ｘ２－珋ｘ１）］。

３．２　碳纳米管整体区域

将式（３１）写成状态方程形式，如式（３７）所示。
ｄηｘ，( )ω
ｄ珋ｘ

＝Φ（ω）η（ｘ，ω） （３７）

式中，

Φ（ω）＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
Ａ２
ｃ２Ａ１

０
－α２Ａ２
ｃ２Ａ１
















０

（３８）

碳纳米管的边界条件可以表示为：

Ｍ（ω）ηＬ（ω）＋Ｎ（ω）ηＲ（ω）＝０ （３９）
式中，ηＬ（ω）＝η（０，ω），ηＲ（ω）＝η（１，ω），Ｍ（ω）
和 Ｎ（ω）为碳纳米管的边界条件选择矩阵［３３］。

通过转换矩阵，ηＲ（ω）可以通过ηＬ（ω）表示为：
ηＲ（ω）＝ＴＲ（ω）Ψ（ω）ＴＬ（ω）ηＬ（ω） （４０）

其中，ＴＲ（ω）＝ｅｘｐ［Φ（ω）（珋ｘＲ－珋ｘ２）］，ＴＬ（ω）＝
ｅｘｐ［Φ（ω）珋ｘ１］。

将式（４０）代入式（３９），则
［Ｍ（ω）＋Ｎ（ω）ＴＲ（ω）Ψ（ω）ＴＬ（ω）］ηＬ（ω）＝０

（４１）
因此，系统的特征方程为：

ｄｅｔ［Ｍ（ω）＋Ｎ（ω）ＴＲ（ω）Ψ（ω）ＴＬ（ω）］＝０

（４２）
若ωｊ为其特征值，则对应的模态振型为：

η（珋ｘ，ωｊ）＝
ｅｘｐ［Φ（ωｊ）珋ｘ］ηＬ（ωｊ），珋ｘ∈［０，珋ｘ１）

ｅｘｐ［Φ（ωｊ）（珋ｘ－珋ｘ１）］ＴＬ（ωｊ）ηＬ（ωｊ），珋ｘ∈［珋ｘ１，珋ｘ２］

ｅｘｐ［Φ（ωｊ）（珋ｘ－珋ｘ２）］Ψ（ωｊ）ＴＬ（ωｊ）ηＬ（ωｊ），珋ｘ∈（珋ｘ２，１
{

］

（４３）

４　算例分析

以某单壁碳纳米管（ＳｉｎｇｌｅＷａｌｌｅｄＣａｒｂｏｎ
ＮａｎｏＴｕｂｅｓ，ＳＷＣＮＴ）为分析对象，黏弹性模型取
ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型，分析不同边界条件下碳纳米管
非局部参数、黏弹性参数以及基底刚度等对碳纳

米管固有频率的影响情况。计算中涉及的主要基

本参数［３１］如下：ＳＷＣＮＴ的等效半径 ｒ＝０５５ｎｍ，
等效壁厚δｔｈ＝０３４２ｎｍ，长度Ｌ＝１１ｎｍ，杨氏模量
Ｅ＝１ＴＰａ，质量密度 ρ＝２２４ｇ／ｃｍ３，非局部参数
α∈［０，０２］，黏弹性模型 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ中 τｄ∈
［０，１０－４］，基底刚度系数 ｋ∈［０，３×１０５］。为
便于分析理解，假设系统不消耗能量，黏性阻尼系

数ζ０＝ζ２＝０。
表１给出了不同边界条件和基底支撑下弹性

和黏弹性碳纳米管的前四阶固有频率。采用

ＴＦＭ计算得到的无基底支撑下弹性碳纳米管的
固有频率与文献［３２］中相关结果相吻合，验证了
模型及算法的正确性。从表纵向分析可知，各阶

·５４１·
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固有频率在悬臂、简支及固支条件下受边界连接

刚度的影响依次递增。从表横向分析，除悬臂梁

基率外，悬臂梁后三阶固有频率和其他边界条件

下各阶固有频率均随非局部参数 α的增大而逐

渐减小，考虑黏弹性参数τｄ后系统的固有频率出
现了虚部，且相对无基底支撑而言，增加基底支撑

后各阶固有频率明显增大。下面将在全基底支撑

条件下对各参数的具体影响特性进行分析。

表１　不同边界条件下不同α时固有频率对比
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｎａｎｏｂｅａｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｎｄα

边界

条件

无基底支撑下弹性碳纳米管固有频率／ＧＨｚ
（τｄ＝０）

全基底支撑下黏弹性碳纳米管固有频率／ＧＨｚ

（ｋ ＝３×１０５，τｄ＝１０
－４）

α＝０ α＝０．１ α＝０．２ α＝０ α＝０．１ α＝０．２

悬臂

３９．７９６６ ３９．９６９４ ４０．５１４１ ９５．８＋０．５ｉ ９５．９＋０．５ｉ ９６．１＋０．５ｉ

２４９．４０１１ ２３４．０６５６ １９８．９３７１ ２６３．５＋１９．５ｉ ２４９．２＋１７．２ｉ ２１６．８＋１２．４ｉ

６９８．３３０３ ５７７．９７４５ ４１６．６７４７ ６８６．９＋１５３．２ｉ ５７５．０＋１０４．９ｉ ４２２．２＋５４．５ｉ

１３６８．４４８７ ９６９．８９３４ ６１３．４１０２ １２３８．６＋５８８．３ｉ ９２７．９＋２９５．５ｉ ６０８．２＋１１８．２ｉ

简支

１１１．７１ １０６．５８ ９４．５８９ １４１．６＋３．９ｉ １３７．６＋３．６ｉ １２８．６＋２．８ｉ

４４６．８４ ３７８．３６ ２７８．２４ ４５０．９＋６２．７ｉ ３８５．７＋４５．０ｉ ２９０．６＋２４．３ｉ

１００５．４ ７３１．６５ ４７１．１８ ９５７．９＋３１７．６ｉ ７１７．４＋１６８．２ｉ ４７４．１＋６９．７ｉ

１７８７．４ １１１３．０ ６６０．７９ １４８１．６＋１００３．６ｉ １０４６．３＋３８９．１ｉ ６５２．２＋１３７．２ｉ

固支

２５３．２ ２３９．０ ２０６．９ ２６５．１＋２１．２ｉ ２３９．７＋１７．３ｉ １９２．８＋１１．２ｉ

６９８．１ ５７７．１ ４１１．８ ７１５．１＋１６０．７ｉ ５６７．８＋９９．４ｉ ３９０．９＋４６．４ｉ

１３６８．５ ９７０．２ ６１７．２ １２９７．３＋６１７．７ｉ ９２５．４＋２７９．６ｉ ５８５．３＋１０５．８ｉ

２２６２．１ １３７３．５ ８１０．８ １５７６．５＋１６１１．７ｉ １２５０．８＋５６２．９ｉ ７６９．４＋１８７．７ｉ

　　不同边界条件下非局部参数 α对频率比
Ｒｅｉ／Ｒｅｉ０及Ｉｍｉ／Ｒｅｉ０的影响曲线如图 ３所示，其中
Ｒｅｉ和Ｉｍｉ分别为第 ｉ阶固有频率的实部和虚部，
Ｒｅｉ０为所分析参数为初始值时的第 ｉ阶固有频率
实部。从图 ３（ａ）和图 ３（ｂ）可以看出，悬臂梁
（Ｃ－Ｆ）的一阶固有频率随α的变化很小，近似水
平；两端简支（Ｓ－Ｓ）、固支 －简支（Ｃ－Ｓ）及两端
固支（Ｃ－Ｃ）时一阶固有频率均随 α的增大而减
小，且减小幅度依次递增，即固有频率对 α的敏
感度随边界连接刚度的提高而增大。对比图

３（ｃ）和图３（ｄ），二阶固有频率在各边界条件下
具有相似规律，且α的影响程度随固有频率阶次
的增加而增大，其变化规律与碳纳米管复固有频

率解析表达式（２９）相符。
图４给出了碳纳米管前两阶固有频率虚部随

黏弹性参数τｄ的变化曲线。从图中可以看出，各
边界条件下前两阶固有频率虚部随 τｄ呈线性增
大，与固有频率解析表达式（２９）的虚部表达式
［ｃ２β４／（２＋２α２β２）］τｄｉ相一致。同时可以看出，
碳纳米管在悬臂、简支、固支－简支及固支条件下
受τｄ的影响程度依次递增，即各阶固有频率虚部

对τｄ的敏感度随边界连接刚度的提高而增大。
对复固有频率表达式（２９）的实部进行分析，发现
各边界条件下松弛时间 τｄ对固有频率实部的影
响很小。

基底刚度系数 ｋ对碳纳米管前两阶固有频
率影响曲线如图５所示。前两阶固有频率在不同
边界条件下随刚度系数ｋ的增大而逐渐增大，且
两端固支梁增大幅度很小，而悬臂梁则有明显增

大，刚度系数ｋ从０增大到３×１０５时，一阶固有
频率实部增大了近１４倍，即碳纳米管对ｋ的影
响敏感度随边界连接刚度的增大而逐渐减小。同

时可以看出，基底刚度ｋ对固有频率的影响随阶
次的增加而减小。通过分析复固有频率解析表达

式（２９）的虚部可知，各边界条件下碳纳米管固有
频率虚部不受基底刚度系数ｋ的影响。

图 ６给出了基底长度ｌ０对各边界条件下前两
阶固有频率实部的影响曲线，其中基底长度 ｌ０定
义为 ｌ０＝珋ｘ２－珋ｘ１，且基底分布于碳纳米管的中心
处，即（珋ｘ２＋珋ｘ１）／２＝１／２。从图 ６（ａ）可以看出，
各边界条件中悬臂梁的基频实部受基底长度ｌ０影
响最大，从无基底支撑到全基底支撑时增大了近

·６４１·



　第６期 张大鹏，等：黏弹性基底上阻尼碳纳米管的动力学特性

（ａ）一阶实部
（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

（ｂ）一阶虚部
（ｂ）Ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

（ｃ）二阶实部
（ｃ）Ｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

（ｄ）二阶虚部
（ｄ）Ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图３　不同边界条件下前两阶复固有频率
随非局部参数α的变化情况

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｃｏｍｐｌｅｘｎａｔｕｒａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈαｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ａ）一阶虚部
（ａ）Ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

（ｂ）二阶虚部
（ｂ）Ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图４　不同边界条件下前两阶复固有频率
随松弛时间τｄ的变化情况

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｃｏｍｐｌｅｘｎａｔｕｒａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈτｄｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ａ）一阶实部
（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

（ｂ）二阶实部
（ｂ）Ｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图５　不同边界条件下前两阶复固有频率

随基底刚度系数ｋ的变化情况
Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｃｏｍｐｌｅｘｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｋ ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
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１５倍；其他边界条件下碳纳米管一阶固有频率
随ｌ０的增大有所增大，但增大速率逐渐减小，同
基底刚度系数ｋ影响规律相似，碳纳米管对ｌ０的
敏感度随边界连接刚度的增大而逐渐减小。基底

长度ｌ０对二阶固有频率实部有相似影响，值得注
意的是悬臂梁二阶固有频率实部在 ｌ０∈（０４，
０８）区间时变化很小。另外通过分析，基底长度
ｌ０对各阶固有频率虚部影响很小，曲线近似水平。

（ａ）一阶实部
（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

（ｂ）二阶实部
（ｂ）Ｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图６　不同边界条件下前两阶复固有频率
随基底长度ｌ０的变化情况

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｃｏｍｐｌｅｘｎａｔｕｒａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｌ０ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

５　结论

采用欧拉梁模型建立了有阻尼碳纳米管在黏

弹性基底上的动力学问题分析模型。通过引入非

局部理论、广义Ｍａｘｗｅｌｌ黏弹性模型、速度相依的
外阻尼模型及黏弹性基底模型，建立了碳纳米管

动力学分析的欧拉梁振动控制方程。基于

ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ黏弹性模型，在特定边界条件下给出
了碳纳米管固有频率的一般精确解析式，并分析

讨论了多种典型情况。分析表明，无基底支撑时

有／无阻尼的经典局部欧拉梁及非局部欧拉梁均
是所建模型的特殊情况。

利用传递函数方法得到了一般边界条件下碳

纳米管的振动控制方程的封闭解。以某单壁碳纳

米管为算例，得到了不同边界条件下 ＳＷＣＮＴ的
前四阶固有频率，并分析了碳纳米管非局部参数、

黏弹性参数、基底刚度及长度等影响因素的动力

学特性。其主要结论有：

１）无基底支撑时碳纳米管固有频率与已有
文献中结果吻合，验证了所建模型及计算方法的

正确性；

２）非局部参数 α对固有频率的实部和虚部
均有较大影响，且影响程度随碳纳米管边界连接

刚度和频率阶次的增大而增大；

３）不同边界条件下各阶固有频率实部受碳
纳米管松弛时间 τｄ影响很小，而虚部则随 τｄ的
增大近似呈线性增加；

４）基底刚度及长度对各阶固有频率虚部影
响均很小，而实部则随之增大而增大，同时基底刚

度和长度的影响程度随频率阶次增高而减小。

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［１］　ＩｉｊｉｍａＳ．Ｈｅｌｉｃａｌｍｉｃｒｏｔｕｂｕｌｅｓｏｆｇｒａｐｈｉｔｉｃｃａｒｂｏｎ［Ｊ］．
Ｎａｔｕｒｅ，１９９１，３５４：５６－５８．

［２］　ＣｈａｎｇＴＰ．Ｔｈｅｒｍａｌｍｅｃｈａｎｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆａ
ｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｙｉｎｇｓｉｎｇｌｅｗａｌｌｅｄｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｅｍｂｅｄｄｅｄｉｎａｎ
ｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍ ｂａｓｅｄｏｎｎｏｎｌｏｃａｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．
ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，２０１２，３６（５）：１９６４－
１９７３．　

［３］　ＣｈｕｎｇＤＳ，ＬｅｅＳＨ，ＣｈｏｉＨＷ，ｅｔａｌ．Ｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅ
ｅｌｅｃｔｒｏｎｅｍｉｔｔｅｒｓｗｉｔｈ ａｇａｔｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｕｓｉｎｇｂａｃｋｓｉｄｅ
ｅｘｐｏｓｕｒｅｐｒｏｃｅｓｓｅｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＰｈｙｓｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ，２００２，
８０（２１）：４０４５－４０４７．

［４］　ＴａｎｓＳＪ，ＶｅｒｓｃｈｕｅｒｅｎＡＲＭ，ＤｅｋｋｅｒＣ．Ｒｏｏｍｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
ｔｒａｎｓｉｓｔｏｒｂａｓｅｄｏｎａｓｉｎｇｌｅｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅ［Ｊ］．Ｎａｔｕｒｅ，
１９９８，３９３：４９－５２．

［５］　ＣａｌｖｅｒｔＰ．Ｎａｎｏｔｕｂｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ：ａｒｅｃｉｐｅｆｏｒｓｔｒｅｎｇｔｈ［Ｊ］．
Ｎａｔｕｒｅ，１９９９，３９９：２１０－２１１．

［６］　ＹｏｕｎｇＣＣ，ＹｏｕｎｇＭＳ，ＤｏｎｇＪＢ，ｅｔａｌ．Ｐａｔｔｅｒｎｅｄｇｒｏｗｔｈ
ａｎｄｆｉｅｌｄｅｍｉｓｓｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｌｙａｌｉｇｎｅｄｃａｒｂｏｎ
ｎａｎｏｔｕｂｅｓ［Ｊ］．ＤｉａｍｏｎｄａｎｄＲｅｌａｔｅｄＭａｔｅｒｉａｌｓ，２００１，
１０（８）：１４５７－１４６４．

［７］　ＫｏＹＫ，ＧｅｎｇＪＸ，ＪａｎｇＳＧ，ｅｔａｌ．Ｅｎｈａｎｃｅｄｆｉｅｌｄｅｍｉｓｓｉｏｎ
ｏｆａｎｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｅｌｄａｓｓｉｓｔｅｄｓｉｎｇｌｅｗａｌｌｅｄｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅ
ａｓｓｅｍｂｌｙｉｎｃｏｌｌｏｉｄｉｎｔｅｒｓｔｉｃｅｓ［Ｊ］．Ｃａｒｂｏｎ，２００９，４７（６）：
１５５５－１５６０．

［８］　ＬｅｅＴＷ，ＪｅｏｎｇＹ Ｇ．Ｅｎｈａｎｃｅｄｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ，
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｕｌｕｓ，ａｎｄｔｈｅｒｍａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｉｍｍｉｓｃｉｂｌｅ
ｐｏｌｙｌａｃｔｉｄｅ／ｐｏｌｙｐｒｏｐｙｌｅｎｅｂｌｅｎｄｓｂｙｔｈｅｓｅｌｅｃｔｉｖｅｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ
ｏｆｍｕｌｔｉｗａｌｌｅｄｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅｓＳｃｉｅｎｃｅ
ａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１４，１０３：７８－８４．

［９］　ＦａｎｇＢ，ＺｈｅｎＹＸ，ＺｈａｎｇＣＰ，ｅｔａｌ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄｏｕｂｌｅｗａｌｌｅｄｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓｂａｓｅｄｏｎｎｏｎｌｏｃａｌ
ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，２０１３，
３７（３）：１０９６－１１０７．

［１０］　ＦｏｔｏｕｈｉＭ Ｍ，ＦｉｒｏｕｚＡｂａｄｉＲ Ｄ，ＨａｄｄａｄｐｏｕｒＨ．Ｆｒｅｅ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎａｎｏｃｏｎｅｓｅｍｂｅｄｄｅｄｉｎａｎｅｌａｓｔｉｃ
ｍｅｄｉｕｍ ｕｓｉｎｇａｎｏｎｌｏｃａｌｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｓｈｅｌｌｍｏｄｅｌ［Ｊ］．
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅ，２０１３，６４：１４－２２．

［１１］　ＫｉａｎｉＫ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙｒｅｓｔｒａｉｎｅｄｄｏｕｂｌｅ
ｗａｌｌｅｄｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓｏｎｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏ

·８４１·



　第６期 张大鹏，等：黏弹性基底上阻尼碳纳米管的动力学特性

ａｘｉａｌｌｏａｄｕｓｉｎｇｎｏｎｌｏｃａｌｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｂｌｅｂｅａｍｔｈｅｏｒｉｅｓ［Ｊ］．
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１３，６８：１６－
３４．

［１２］　ＬｉＸＦ，ＷａｎｇＢＬ，ＭａｉＹＷ．Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆａｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇｅｌａｓｔｉｃ
ｍｅｄｉｕｍｏｎｆｌｅｘｕｒａｌｗａｖｅｓｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｉｎｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓｖｉａ
ｎｏｎｌｏｃａｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＰｈｙｓｉｃｓ，２００８，
１０３（７）：０７４３０９．

［１３］　ＷｕＪＸ，ＬｉＸＦ，ＴａｎｇＧＪ．Ｂｅｎｄｉｎｇｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｏｆ
ｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓｉｎａｂｉｐａｒａｍｅｔｅｒｅｌａｓｔｉｃｍａｔｒｉｘ［Ｊ］．Ｐｈｙｓｉｃａ
Ｂ：ＣｏｎｄｅｎｓｅｄＭａｔｔｅｒ，２０１２，４０７（４）：６８４－６８８．

［１４］　ＣｏｏｐｅｒＣＡ，ＹｏｕｎｇＲＪ，ＨａｌｓａｌｌＭ．Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｉｎｔｏｔｈｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓａｎｄｔｈｅｉｒｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓｔｈｒｏｕｇｈ
ｔｈｅｕｓｅｏｆＲａｍａｎｓｐｅｃｔｒｏｓｃｏｐｙ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅｓＰａｒｔＡ：
ＡｐｐｌｉｅｄＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＭａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ，２００１，３２（３／４）：４０１－
４１１．　

［１５］　ＹｏｕｎｇＲＪ，ＫｉｎｌｏｃｈＩＡ，ＧｏｎｇＬ，ｅｔａｌ．Ｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｃｓｏｆ
ｇｒａｐｈｅｎｅｎａｎｏｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ：ａｒｅｖｉｅｗ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅｓＳｃｉｅｎｃｅ
ａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１２，７２（１２）：１４５９－１４７６．

［１６］　ＲａｊｕＡＰＡ，ＬｅｗｉｓＡ，ＤｅｒｂｙＢ，ｅｔａｌ．Ｗｉｄｅａｒｅａｓｔｒａｉｎ
ｓｅｎｓｏｒｓｂａｓｅｄｕｐｏｎｇｒａｐｈｅｎｅｐｏｌｙｍｅｒｃｏｍｐｏｓｉｔｅｃｏａｔｉｎｇｓ
ｐｒｏｂｅｄｂｙＲａｍａｎｓｐｅｃｔｒｏｓｃｏｐｙ［Ｊ］．ＡｄｖａｎｃｅｄＦｕｎｃｔｉｏｎａｌ
Ｍａｔｅｒｉａｌｓ，２０１４，２４（１９）：２８６５－２８７４．

［１７］　吴森．基于ＡＦＭ的一维纳米材料操纵及力学特性测试技
术［Ｄ］．天津：天津大学，２０１１．
ＷＵＳｅｎ．Ｍａｎｉｐｕｌａｔｉｏｎａｎｄｆｏｒｃｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙｏｆ
ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎａｎｏｍａｔｅｒｉａｌｓｕｓｉｎｇａｔｏｍｉｃｆｏｒｃｅｍｉｃｒｏｓｃｏｐｙ
（ＡＦＭ）［Ｄ］．Ｔｉａｎｊｉｎ：ＴｉａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１８］　ＹａｎｋｅｌｅｖｓｋｙＤＺ，ＥｉｓｅｎｂｅｒｇｅｒＭ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｂｅａｍｃｏｌｕｍｎ
ｏｎｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９８９，
２３（３）：３５１－３５６．

［１９］　ＴｈａｍｂｉｒａｔｎａｍＤ，ＺｈｕｇｅＹ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｂｅａｍｓ
ｏｎｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９９６，
６０（６）：９７１－９８０．

［２０］　ＳｕｎＬ．ＡｃｌｏｓｅｄｆｏｒｍｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒｂｅａｍｏｎａ
ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｈａｒｍｏｎｉｃｌｉｎｅｌｏａｄｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２００１，２４２（４）：６１９－６２７．

［２１］　ＬｅｉＹＪ，ＦｒｉｓｗｅｌｌＭＩ，ＡｄｈｉｋａｒｉＳ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓｏｆ
ｂｅａｍｓｗｉｔｈｎｏｎｌｏｃａｌｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ４７ｔｈ
ＡＩＡＡ／ＡＳＭＥ／ＡＳＣＥ／ＡＳＣＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＤｙｎａｍｉｃ，
ａｎｄＭａｔｅｒｉａｌｓＣｏｎｆｅｒｅ，Ｎｅｗｐｏｒｔ，ＲｈｏｄｅＩｓｌａｎｄ，ＡＩＡＡ２００６－
１７４２，２００６：１－１１．

［２２］　ＫｉｍＳＭ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆａｘｉａｌｌｏａｄｅｄｂｅａｍｓｏｎ
ｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒｍｏｖｉｎｇ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄｓ［Ｊ］．
ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００４，２６（１）：９５－１０５．

［２３］　ＣｉｇｅｒｏｇｌｕＥ，ＳａｍａｎｄａｒｉＨ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆ
ｃｕｒｖｅｄｄｏｕｂｌｅｗａｌｌｅｄｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｓｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｑｕａｄｒａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａＥ：ＬｏｗｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｙｓｔｅｍｓ
ａｎｄＮａｎｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１４，６４：９５－１０５．

［２４］　Ｅｒｉｎｇｅｎ Ａ Ｃ． Ｎｏｎｌｏｃａｌｐｏｌａｒｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｔｉｎｕａ［Ｊ］．
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅ，１９７２，１０（１）：
１－１６．　

［２５］　ＥｒｉｎｇｅｎＡＣ，ＥｄｅｌｅｎＤＧＢ．Ｏｎｎｏｎｌｏｃａｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］．
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅ，１９７２，１０（３）：
２３３－２４８．

［２６］　ＲｏｏｓｔａｉＨ，ＨａｇｈｐａｎａｈｉＭ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｎａｎｏｂｅａｍｓｏｆ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｅｃｒａｃｋｓｂａｓｅｄｏｎ
ｎｏｎｌｏｃａｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ，２０１４，３８（３）：１１５９－１１６９．

［２７］　ＡｒａｎｉＡＧ，ＫｏｌａｈｃｈｉＲ，ＭａｒａｇｈｉＺＫ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ａｎｄｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｅｍｂｅｄｄｅｄｄｏｕｂｌｅｗａｌｌｅｄｂｏｒｏｎｎｉｔｒｉｄｅ
ｎａｎｏｔｕｂｅｓｂａｓｅｄｏｎｎｏｎｌｏｃａｌｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．
ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，２０１３，３７（１４／１５）：７６８５－
７７０７．　

［２８］　ＥｒｉｎｇｅｎＡＣ．Ｎｏｎｌｏｃａｌｃｏｎｔｉｎｕｕｍｆｉｅｌｄｔｈｅｏｒｉｅｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ
Ｙｏｒｋ，ＵＳＡ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００２．

［２９］　ＥｒｉｎｇｅｎＡＣ．Ｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｎｏｎｌｏｃａｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ
ａｎｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｃｒｅｗｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎａｎｄｓｕｒｆａｃｅｗａｖｅｓ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＰｈｙｓｉｃｓ，１９８３，５４（９）：４７０３－４７１０．

［３０］　ＬｅｉＹ，ＡｄｈｉｋａｒｉＳ，ＦｒｉｓｗｅｌｌＭ Ｉ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｏｃａｌ
ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｅｄＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｓ［Ｊ］．
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅ，２０１３，６６－６７：
１－１３．　

［３１］　ＬｅｉＹ，ＭｕｒｍｕＴ，ＡｄｈｉｋａｒｉＡ，ｅｔａｌ．Ｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
ｏｆｄａｍｐｅｄｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｎｏｎｌｏｃａｌＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍｓ［Ｊ］．
ＥｕｒｏｐｅａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓＡ／Ｓｏｌｉｄｓ，２０１３，４２：１２５－
１３６．　

［３２］　ＬｕＰ，ＬｅｅＨＰ，ＬｕＣ，ｅｔａｌ．Ｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｆｌｅｘｕｒａｌ
ｂｅａｍｓｕｓｉｎｇａｎｏｎｌｏｃａｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｍｏｄｅｌ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＡｐｐｌｉｅｄＰｈｙｓｉｃｓ，２００６，９９：１－９．

［３３］　ＹａｎｇＢ，ＴａｎＣＡ．Ｔｒａｎｆｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９２，５９（４）：１００９－１０１４．

·９４１·


