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Ｇａｕｓｓ伪谱法的再入可达域计算方法
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摘　要：为了加快优化速度和提高优化质量，提出一种基于 Ｇａｕｓｓ伪谱法的再入可达域计算方法。鉴于
再入时一般采用固定的攻角剖面，将攻角作为状态变量，仅对倾侧角进行单变量寻优。优化过程中，再入纵

程被视为终端约束，以获取不同纵程下的最大横程，将速度倾角视为过程约束，以消除弹道的跳跃现象。通

过仿真，求解出了通用航空飞行器的再入可达域，结果与间接法的理论证明一致。
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　　飞行器再入可达域是飞行器在满足约束条件
下再入落点的集合［１］。研究再入可达域对再入

任务规划及应急迫降着陆点选择具有重要意义。

计算可达域的关键是确定落点区域的边界，可将

其描述为一个最优控制问题。根据优化方法的不

同，前人的研究可以分为两类，即直接优化方法和

间接优化方法。

Ｎｇｏ［２］以最大横程为优化指标，利用间接法
求解倾侧角的表达式，由于计算复杂，仿真中采用

近似的倾侧角表达式。Ｌｕ［１］假设可达域的周围
存在一系列虚拟目标点，通过使飞行器落点尽可

能接近虚拟目标点，从而得到可达域的轮廓。算

法基于拟平衡滑翔条件（ＱｕａｓｉＥｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍＧｌｉｄｅ
Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ＱＥＧＣ），利用最优控制原理巧妙地将可
达域计算问题转化为单个参数求解问题。Ｌｉ［３］，
Ｚｈａｎｇ［４］等对此方法展开进一步研究，提出了更实

用的虚拟目标选取方法。然而，采用间接法计算

可达域时一般基于 ＱＥＧＣ，实际飞行中不一定满
足此条件。

Ｓａｒａｆ［５］基于航天飞机的制导模式提出了一
种解析的可达域计算方法，通过规划阻力剖面，得

到近似的可达域。Ｃｈａｎｇ［６］对该方法进行了改
进，对末端倾侧角进行了修正，从而使可达域的计

算更加精确。虽然该方法计算效率较高，但无法

证明可达域的最优性。

文献［７－９］利用直接法求解可达域。其中
Ｆａｈｒｏｏ［７－８］利用拉格朗日伪谱法求解再入可达
域，由于约束条件处理不当，得到的轨迹并不光

滑，可跟踪性较差。文献［１０］和文献［１１］分别针
对超低再入情况和沿赤道再入情况进行研究，采

用伪谱法优化可达域，然而，这两种情况下地球自

转的影响较小，不具有一般性。
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近年来，伪谱法在轨迹优化领域得到了广泛

的应用［１２］。Ｇａｕｓｓ伪谱法作为伪谱法的一种，在
处理约束方面有明显优势。

１　问题描述

１．１　一般再入问题

１．１．１　动力学方程

假设地球为旋转圆球，描述飞行器运动状态

的变量包括地心距ｒ、经度λ、地心纬度、速度大
小Ｖ、当地速度倾角θ和航迹偏航角 ψ。以时间 ｔ
为自变量的高超声速滑翔飞行器运动方程为：

ｄｒ
ｄｔ＝Ｖｓｉｎθ

ｄλ
ｄｔ＝

Ｖｃｏｓθｓｉｎψ
ｒｃｏｓ

ｄ
ｄｔ＝

Ｖｃｏｓθｃｏｓψ
ｒ

ｄＶ
ｄｔ＝－Ｄ－ｇｓｉｎθ＋
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ｄｔ＝
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ｄψ
ｄｔ＝
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
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













σ

（１）

式中：σ为倾侧角；ｇ为地球引力加速度；而 Ｌ，Ｄ
分别为升力和阻力加速度大小。则有：

Ｌ＝０．５ρＶ２ＳｒＣＬ／Ｍ

Ｄ＝０．５ρＶ２ＳｒＣＤ{ ／Ｍ
（２）

其中：ωｅ为地球旋转角速度；Ｍ为飞行器质量；Ｓｒ
为参考面积；ＣＬ，ＣＤ分别为升力系数和阻力系数；
ρ为大气密度。地球旋转对应的哥氏加速度项
Ｃθ，Ｃψ以及牵连加速度项 珘Ｃθ，珘Ｃψ，珘ＣＶ可分别表
示为：

Ｃψ＝２ωｅ（ｓｉｎ－ｃｏｓψｔａｎθｃｏｓ）

珘Ｃψ＝
ω２ｅｒｃｏｓｓｉｎｓｉｎψ

Ｖｃｏｓθ
Ｃθ＝２ωｅｓｉｎψｃｏｓ

珘Ｃθ＝
ω２ｅｒ
Ｖｃｏｓ（ｓｉｎｃｏｓψｓｉｎθ＋ｃｏｓｃｏｓθ）

珘ＣＶ＝ω
２
ｅｒ（ｃｏｓ

２ｓｉｎθ－ｃｏｓｓｉｎｃｏｓψｃｏｓθ

















）

（３）

１１２　约束条件

飞行器允许的最大驻点热流密度 Ｑ
·

ｍａｘ、最大

动压ｑｍａｘ和最大总过载ｎｍａｘ分别为：

Ｑ
·
＝ｋρ０．５Ｖ３．１５≤Ｑ

·

ｍａｘ

ｑ＝０．５ρＶ２≤ｑｍａｘ

ｎ＝ Ｌ２＋Ｄ槡
２／ｇ０≤ｎ

{
ｍａｘ

（４）

其中：ｋ为常数，与飞行器相关；ｇ０为海平面引力系数。
对于一般再入过程，控制量通常取攻角和倾

侧角，其约束为：

α∈［αｍｉｎ，αｍａｘ］

σ∈［σｍｉｎ，σｍａｘ{ ］
（５）

为了满足能量管理段（ＴｅｒｍｉｎａｌＡｒｅａＥｎｅｒｇｙ
Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ，ＴＡＥＭ）的需要，应对再入终端进行
一定的约束。考虑到本文着重研究再入可达域，

对终端位置不作要求，终端只需满足：

Ｅｆ＝μ／ｒｆ－Ｖ
２
ｆ／２＝ＥＴＥＡＭ （６）

式中，μ为地球引力场数。

１．２　Ｐ坐标系

如图１所示，ＯＥ和Ｉ分别为地心和飞行器质

心位置。根据再入起点及方位角确定一个再入大

圆弧平面，作为新的“赤道”平面，并定义一个地

心坐标系 ＯＥ－ＸｐＹｐＺｐ：Ｘｐ轴沿飞行起始点地心
矢径方向；Ｙｐ轴在再入大圆弧平面内垂直于 Ｘｐ
轴指向目标方向；Ｚｐ轴与 Ｘｐ，Ｙｐ轴构成右手系，
指向新的极点 Ｐ，其经纬度为（λｐ，ｐ）。在 Ｐ坐
标系中，起始点的经度为零，经度和纬度描述了再

入纵程和再入横程。利用这些特性，可极大地简

化弹道规划算法。

图１　Ｐ坐标系示意图
Ｆｉｇ．１　Ｐｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

图１中，Ｎ为北极点，飞行器滑翔起始点 Ｉ的
坐标为（λ０，０），方位角为 ψ０。因此一般坐标系
与Ｐ坐标系的转换关系为［１３］：

·６７·
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Ｇ＝

ｃｏｓ０ｃｏｓλ０ ｃｏｓ０ｓｉｎλ０ ｓｉｎ０
－ｓｉｎψ０ｓｉｎλ０－ｃｏｓψ０ｓｉｎ０ｃｏｓλ０ ｓｉｎψ０ｃｏｓλ０－ｃｏｓψ０ｓｉｎ０ｓｉｎλ０ ｃｏｓψ０ｃｏｓ０
ｃｏｓψ０ｓｉｎλ０－ｓｉｎψ０ｓｉｎ０ｃｏｓλ０ －ｃｏｓψ０ｃｏｓλ０－ｓｉｎψ０ｓｉｎ０ｓｉｎλ０ ｓｉｎψ０ｃｏｓ









０

（７）

　　此外，在 Ｐ坐标系中，哥氏加速度和牵连加
速度也有相应的变化，具体见文献［１３］。

１．３　可达域问题

１．３．１　优化指标
再入可达域问题可描述为求解不同纵程条件

下的最大横程。在 Ｐ坐标系内，落点的横程可用
纬度表征：

Ｊ＝ｍｉｎ｛ｃｏｓ（ｐｆ）｝ （８）
式中：ｐｆ为Ｐ坐标系中落点的纬度，如图２所示。

图２　固定纵程条件下的最大横程
Ｆｉｇ．２　Ｍａｘｉｍｕｍｃｒｏｓｓｒａｎｇｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｗｉｔｈｆｉｘｅｄｄｏｗｎｒａｎｇｅ

图２中，Ｌｓｅｔ为设定的纵程，可以把 Ｌｓｅｔ视为终
端约束，通过改变Ｌｓｅｔ的值来得到不同纵程条件下
的最大横程弹道。λｐｆ为落点在 Ｐ坐标系中的经
度。为了提高计算效率，计算零纬度以上的最大

横程时，可以把σ的寻优范围缩小至［－９０，０］；
针对零纬度以下的最大横程，可以把 σ的寻优范
围缩小至［０，９０］。
１３２　攻角剖面的处理

已知标称攻角剖面为能量的线性分段函数。

α＝

αｍａｘ Ｅ≥Ｅ１
αｍａｘＬ／Ｄ－αｍａｘ
Ｅ２－Ｅ１

（Ｅ－Ｅ１）＋αｍａｘ Ｅ２≤Ｅ＜Ｅ１

αｍａｘＬ／Ｄ Ｅ＜Ｅ










２

（９）
其中，最大飞行攻角 αｍａｘ＝２０°，最大升阻比对应
攻角αｍａｘＬ／Ｄ＝１０°，Ｅ１和 Ｅ２为攻角曲线分段节点
处的能量，可根据飞行器防热及航程需求来确定。

攻角剖面的一阶微分为：

α＝
０ Ｅ≥Ｅ１或Ｅ＜Ｅ２
αｍａｘＬ／Ｄ－αｍａｘ
Ｅ２－Ｅ１

Ｅ２≤Ｅ＜Ｅ{ １

（１０）

优化过程中，把攻角当作状态变量来处理，这

样优化变量就只剩下倾侧角，从而大大提高了寻

优的效率。式（１０）与动力学方程组（１）构成一组
新的状态方程，状态变量α的初始值为αｍａｘ。
１３３　速度倾角的处理

飞行器再入过程中，不希望出现跳跃现象。

然而在使用 Ｇａｕｓｓ伪谱法寻优时，再入轨迹往往
出现多次跃起现象，为了消除这种现象，对速度倾

角进行以下限制：

θ≤０ （１１）
式（１１）与方程组（４）构成了新的约束方

程组。

２　Ｇａｕｓｓ伪谱法

Ｇａｕｓｓ伪谱法以Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的根为离散
点，将状态变量和控制变量同时离散化，从而将弹

道优化的最优控制问题转换为非线性规划问题进

行求解。采用Ｇａｕｓｓ伪谱法求得的非线性规划问
题的解，是间接法一阶最优性的必要条件。

设最优控制问题的时间区间为［ｔ０，ｔｆ］，采用
Ｇａｕｓｓ伪谱法则需将时间区间转换到［－１，１］，
因此对时间变量ｔ作变换：

τ＝ ２ｔｔｆ－ｔ０
－
ｔｆ＋ｔ０
ｔｆ－ｔ０

（１２）

Ｇａｕｓｓ伪谱法的离散点为 Ｎ阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项
式的根，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式为：

Ｐ（τ）＝ １
２ＮＮ！

ｄＮ

ｄτＮ
（τ２－１）[ ]Ｎ （１３）

ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ点分布在区间（－１，１），增加
τ０＝－１，得到区间［－１，１），共 Ｎ＋１个插值点。
以Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式为基函数描述状态变量和
控制变量：

ｘ（τ）≈Ｘ（τ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｌｉ（τ）ｘ（τｉ）

ｕ（τ）≈Ｕ（τ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｌｉ（τ）ｕ（τｉ

{
）

（１４）

其中，

Ｌｉ（τ）＝∏
Ｎ

ｊ＝０，ｊ≠ｉ

τ－τｊ
τｉ－τｊ

状态变量的一阶微分可通过对式（１４）求导
来近似，将动力学微分方程约束转换为代数约束。

ｘ（τｎ）≈Ｘ
·
（τｎ）＝∑

Ｎ

ｉ＝０
Ｌ
·

ｉ（τｎ）ｘ（τｉ）

＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｄｎｉ（τｎ）ｘ（τｉ）　 （１５）

·７７·
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所以动力学方程满足：

∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｄｎｉ（τｎ）ｘ（τｉ）＝

ｔｆ－ｔ０
２ Ｆ［Ｘ（τｎ），Ｕ（τｎ），τｎ；ｔ０，ｔｆ］

（１６）
式中，ｎ＝１，…，Ｎ。

终端状态Ｘｆ可通过拉格朗日积分得到：

Ｘ（τｆ）＝Ｘ（τ０）＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑ｗｎＦ［Ｘ（τｎ），

Ｕ（τｎ），τｎ；ｔ０，ｔｆ］ （１７）

其中，ｗｎ ＝∫
１

－１
Ｌｉ（珔τ）ｄ珔τ为Ｇａｕｓｓ权重。

Ｇａｕｓｓ伪谱法中的性能指标函数为：

Ｊ＝Φ（Ｘ０，ｔ０，Ｘｆ，ｔｆ）＋
ｔｆ－ｔ０
２ ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｗｎＧ（Ｘｎ，Ｕｎ珋τｎ；ｔ０，ｔｆ）

（１８）
将连续系统离散化后，最优控制问题转化为

非线性规划问题，利用序列二次规划算法进行寻

优，可得到需要的再入轨迹。

３　仿真分析

基于通用航空飞行器（ＣｏｍｍｏｎＡｅｒｏＶｅｈｉｃｌｅ，
ＣＡＶ）模型对可达域算法进行验证。飞行器的初始
质量为９０７ｋｇ，参考面积为０４８ｍ２。飞行器的热

流、过载、动压约束分别为：Ｑ
·

ｍａｘ＝１７００ｋＷ／ｍ
２，

ｑｍａｘ＝１００ｋＰａ，ｎｍａｘ＝３ｇ。参照ＣＡＶ的飞行条件，
再入初始状态见表１，终端的速度和高度分别为
１０００ｍ／ｓ和３０ｋｍ。仿真中，Ｇａｕｓｓ伪谱法的初始
弹道采用常值倾侧角弹道。

表１　再入初始条件
Ｔａｂ．１　Ｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅｓｏｆｔｈｅｅｎｔｒｙｖｅｈｉｃｌｅ

ｈ０／ｋｍ λ０／（°） ０／（°）Ｖ０／（ｍ／ｓ）θ０／（°） ψ０／（°）

８０ ０ －１０ ６５００ －１ ４５

３．１　求解最大横程

在固定攻角剖面的条件下，以最大横程为优

化指标，不对再入纵程进行约束，采用Ｇａｕｓｓ伪谱
法进行寻优，得到最大横程的弹道，如图３、图 ４
所示。优化过程中，由于对倾侧角进行了限制，

σ∈［－９０，０］，所以只得到单侧向最大横程的弹
道。从图４中可以看出，攻角作为状态变量，严格
符合式（９）。由于倾侧角是唯一的优化变量，仅
需要十几秒就找到了良好的优化结果。

３．２　求解可达域

在固定攻角剖面的情况下，计算飞行器再入

图３　最大横程弹道的地面轨迹
Ｆｉｇ．３　Ｇｒｏｕｎｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｃｒｏｓｓｒａｎｇｅ

图４　最大横程弹道的控制量
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔｒｏｌｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｃｒｏｓｓｒａｎｇｅ

可达域，如图５～８所示。图５给出了不同纵程条
件下的最大横程弹道簇，弹道簇的落点所围成的

图５　可达域弹道簇
Ｆｉｇ．５　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｌｕｓｔｅｒ

区域便是再入可达域，由于优化过程中没有考虑

ＱＥＧＣ，各弹道均存在跳跃现象。图６给出了弹道
簇的地面轨迹，虚线为可达域的边界，由于地球自

转的影响，可达域呈现非对称的形状。图７给出
了弹道簇的最优倾侧角变化规律：随着时间的变

·８７·
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化，倾侧角最终趋向于零，这与文献［１］的结果一
致，文献［１］中已给出了证明。图８给出了弹道
簇的热流变化，所有弹道的热流都被限制在允许

的范围内，图 ７中指出了热流约束对倾侧角的
影响。

图６　可达域弹道簇的地面轨迹
Ｆｉｇ．６　Ｇｒｏｕｎｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｌｕｓｔｅｒ

图７　可达域弹道簇的倾侧角
Ｆｉｇ．７　Ｂａｎｋａｎｇｌｅｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｌｕｓｔｅｒ

图８　可达域弹道簇的热流
Ｆｉｇ．８　Ｈｅａｔｆｌｕｘｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｌｕｓｔｅｒ

３．３　防止弹道跳跃的可达域

限制再入速度倾角小于零，重新计算可达域，

得到图９～１２。图９给出了弹道簇（ｗｉｔｈｏｕｔθ＜０）
和弹道簇（ｗｉｔｈθ＜０）的高度变化曲线，通过比较
可知，对速度倾角约束之后，成功消除了跳跃现

图９　可达域弹道簇的高度变化（ｗｉｔｈｏｕｔθ＜０）
Ｆｉｇ．９　Ａｌｔｉｔｕｄｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｌｕｓｔｅｒ（ｗｉｔｈｏｕｔθ＜０）

图１０　可达域弹道簇的倾侧角（ｗｉｔｈθ＜０）
Ｆｉｇ．１０　Ｂａｎｋａｎｇｌｅｃｕｒｖｅｃｌｕｓｔｅｒ（ｗｉｔｈθ＜０）

图１１　可达域弹道簇的地面轨迹（ｗｉｔｈθ＜０）
Ｆｉｇ．１１　Ｇｒｏｕｎｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｌｕｓｔｅｒ（ｗｉｔｈθ＜０）

·９７·
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图１２　可达域弹道簇的热流（ｗｉｔｈθ＜０）
Ｆｉｇ．１２　Ｈｅａｔｆｌｕｘｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｌｕｓｔｅｒ（ｗｉｔｈθ＜０）

象。图１０给出了弹道簇（ｗｉｔｈθ＜０）的倾侧角，
当飞行器进入平衡滑翔段后，为了防止跳跃，倾侧

角需适当增大，从而导致图中的空白区域。图１１
给出了弹道簇的地轨迹，与图６相比，弹道的最大
纵程明显缩短。图１２给出了热流的变化，热流被
限制在允许的范围内。

图１３给出了两种情况下的可达域。通过比较
可知，在对速度倾角进行限制后，可达域明显缩小。

图１３　可达域的比较
Ｆｉｇ．１３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｎｔｒｙｆｏｏｔｐｒｉｎｔｓ

４　结论

采用Ｇａｕｓｓ伪谱法求解固定攻角剖面的再入
可达域。求解过程中，攻角被视为状态变量，再入

纵程被视为终端约束，速度倾角被视为过程约束。

经过这些处理之后，以再入横程为优化指标，对倾

侧角进行单变量寻优，得到了固定攻角剖面下的

可达域。仿真结果与文献［１］中间接方法的结论
一致，即弹道的倾侧角趋向于零。与文献［１］中

所提方法相比，不需要大量的推导计算，除了

Ｇａｕｓｓ伪谱法的离散误差外，没有对动力学模型
进行任何近似。
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