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摘　要：针对正交各向异性材料的二维非线性热传导反问题，采用顺序函数法进行表面热流辨识问题的
研究。在求解反问题时，采用有限体积法、牛顿 －拉夫逊法并引入未来时间步的概念。在每个时间步内，将
待辨识热流视为非线性方程组的未知量，通过一个迭代过程进行求解。算例的研究表明，热流辨识结果与真

实热流相近，从而证明了本方法在辨识二维非线性热传导反问题时是准确、稳定、有效的。
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　　热传导反问题是相对于热传导正问题而言。
在传热过程中，如果研究对象的热源、热物性参数

等未知，需要由物体内部某点或某些点的测量温

度确定，这类问题就称为热传导反问题。热传导

反问题在航空航天、机械制造、车辆工程、生物工

程等领域有着广泛应用［１－２］。复合材料因其优良

的物理特性，正在逐步替代传统材料，得到更多的

运用［３］。绝大多数复合材料的热物性参数都随

温度变化，这使得热传导方程变为非线性［４－５］。

求解热传导反问题有很多方法，如顺序函数

法、共轭梯度法、Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化法以及新兴的神
经网络法和遗传算法等。钱炜祺［６］分别用顺序

函数法和共轭梯度法研究了一维非线性热传导表

面热流辨识。张丽慧［７］应用顺序函数法，求解了

二维非线性瞬态热传导反问题，建立了钢坯加热

过程中边界热流的热模型，但热流只是时间的函

数。薛齐文［８］采用了 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化法，建立了
多参数非线性热传导反问题参数识别模型，实现

了多参数的组合识别。Ｄｅｎｇ［９］采用改进的神经
网络法求解了热传导正／反问题。ＭｉａｏＣｕｉ［１０］提
出了无量纲化目标方程，对热流模型进行了参数

化辨识，但局限于已知热流的函数形式。然而在

实际应用中，热流随时间、空间不断变化，多维效

应明显，加之材料热物性的非线性特征，加大了反

问题研究的难度。总的来说，对多维非线性条件

下热流随空间分布的热传导反问题研究并不多。

本文采用顺序函数法，对二维非线性非稳态

条件下热传导反问题进行了研究，利用背壁面测
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量温度反演表面热流，仿真结果表明，所用方法有

较高的准确性，在存在测量误差的情况下，算法稳

定性良好。

１　二维瞬态导热问题

考虑正交各向异性材料的二维非线性瞬态导

热问题，假设材料在一个矩形区域内（０≤ｘ≤ａ，
０≤ｙ≤ｂ），ｋｘ（Ｔ）和ｋｙ（Ｔ）分别为材料沿ｘ轴和ｙ
轴的热传导系数，ρ为材料密度，Ｃｐ（Ｔ）为材料的
比热容。ｑ（ｔ，ｙ）为作用在ｘ＝０边界的热流，其余
三个边界ｘ＝ａ，ｙ＝０，ｙ＝ｂ均为绝热条件。热传
导方程为：


ｘ
ｋｘ（Ｔ）

Ｔ
( )ｘ ＋ｙｋｙ（Ｔ）Ｔ( )ｙ ＝ρＣＰ（Ｔ）Ｔｔ
ｘ∈［０，ａ］，ｙ∈［０，ｂ］ （１）

边界条件为：

ｘ＝０：－ｋｘ（Ｔ）
Ｔ
ｘ
＝ｑ（ｔ，ｙ）

ｘ＝ａ：－ｋｘ（Ｔ）
Ｔ
ｘ
＝０

ｙ＝０：－ｋｙ（Ｔ）
Ｔ
ｙ
＝０

ｙ＝ｂ：－ｋｙ（Ｔ）
Ｔ
ｙ













 ＝０

（２）

初始条件为：

ｔ＝０：Ｔ（ｘ，ｙ，０）＝Ｔ０ （３）
求解热传导正问题时，采用交替方向隐式差

分法（ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄ）对方程
进行离散，采用三对角矩阵算法（ＴｒｉＤｉａｇｏｎａｌ
ＭａｔｒｉｘＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＴＤＭＡ）对方程组进行求解，得
到材料内部节点温度 Ｔｋｉ，ｊ，上标表示 ｔ＝ｋΔｔ时刻，
下标表示ｘ＝ｉΔｘ，ｙ＝ｊΔｙ处坐标位置，其中ｋ＝１，
２，…，ｔ＿ｔｏｔａｌ；ｉ＝１，２，…，Ｍ；ｊ＝１，２，…，Ｎ。

２　反问题求解

２．１　顺序函数法

顺序函数法引入了灵敏度函数和未来时间步

长的概念，灵敏度函数 Ｘ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）
ｑ（ｔ，ｙ）

来

表示温度场Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）对热流ｑ（ｔ，ｙ）的灵敏程度。
当已知测量温度来辨识热流 ｑ（ｋ，ｊ）时，需要已知
ｋ时刻前的热流值ｑ（１，ｊ），ｑ（２，ｊ），…，ｑ（ｋ－１，ｊ）
和后ｒ个时间步的温度值Ｔ（ｋ，ｉ，ｊ），Ｔ（ｋ＋１，ｉ，ｊ），
Ｔ（ｋ＋２，ｉ，ｊ），…，Ｔ（ｋ＋ｒ－１，ｉ，ｊ）。根据顺序函数
法原理，假定 ｋ，ｋ＋１，…，ｋ＋ｒ－１时刻的热流线
性变化为：

ｑ（ｋ＋ｌ，ｊ）＝ｑ（ｋ，ｊ）＋ｌ［ｑ（ｋ，ｊ）－ｑ（ｋ－１，ｊ）］
（４）

其中ｌ＝１，２，３，…，ｒ；这里的ｒ就是未来时间步。
方程（１）～（３）两边在 ｋ至 ｋ＋ｒ－１时间步

内均对热流ｑ（ｔ，ｙ）进行求导，得到灵敏度方程：

ｘ
ｋｘ（Ｔ）

Ｘ
( )ｘ ＋ｙｋｙ（Ｔ）Ｘ( )ｙ ＝ρＣＰ（Ｔ）Ｘｔ

ｘ∈［０，ａ］，ｙ∈［０，ｂ］，ｔ∈［ｋΔｔ，（ｋ＋ｒ－１）Δｔ］
（５）

边界条件为：

ｘ＝０：－ｋｘ（Ｔ）
Ｘ
ｘ
＝ｌ＋１

ｘ＝ａ：－ｋｘ（Ｔ）
Ｘ
ｘ
＝０

ｙ＝０：－ｋｙ（Ｔ）
Ｘ
ｙ
＝０

ｙ＝ｂ：－ｋｙ（Ｔ）
Ｘ
ｙ













 ＝０

（６）

ｔ∈［ｋΔｔ，（ｋ＋ｒ－１）Δｔ］
初始条件为：

Ｘ（ｘ，ｙ，ｋ－１）＝０，ｘ∈［０，ａ］，ｙ∈［０，ｂ］（７）
这里需要指出的是，因为热流辨识过程首先

求解了ｋ到ｋ＋ｒ－１时间步的热传导正问题，ｋ到
ｋ＋ｒ－１时间步内的温度场分布已知。然后在热
传导方程两侧对热流ｑ求偏导。本文假设了材料
的热传导系数和比热与温度的函数关系。将正问

题中的温度场结果代入到灵敏度方程的热传导系

数和比热的求解中。故灵敏度方程的热传导系数

和比热可以视为常数，并没有对 ｋ（Ｔ）求 ｑ的偏
导。这样做的优点是，避免了链式求导所带来的

烦琐，简化了方程；方便了热流辨识程序的编写，

也具有比较高的精度。

与正问题相同，灵敏度方程（５）～（７）采用基于有
限体积法的交替方向隐式差分法对方程进行离散，利

用ＴＤＭＡ法对离散方程进行求解。对反问题的求解
则采用了引入未来时间步的牛顿－拉夫逊法。

２．２　牛顿－拉夫逊法

牛顿－拉夫逊法广泛应用于求解非线性方
程［３］。假设ｋ时刻的初始热流为 ｑ０（ｋ，ｊ），珘Ｔ（Ｍ，
ｊ，ｋ）为实际测量温度，Ｔ（ｘ，ｊ，ｋ）为由初始热流引
起的温度，利用式（８）迭代得到新的热流：
ｑλ＋１（ｋ，ｊ）＝ｑλ（ｋ，ｊ）＋

∑
ｒ－１

ｉ＝０
［珘Ｔ（Ｍ，ｊ，ｋ＋ｉ）－Ｔ（Ｍ，ｊ，ｋ＋ｉ）］·Ｘ（Ｍ，ｊ，ｋ＋ｉ）

∑
ｒ－１

ｉ＝０
［Ｘ（Ｍ，ｊ，ｋ＋ｉ）］２

，

ｊ＝１，２，…，Ｎ （８）

·５９１·
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其中，Ｘ（ｘ，ｊ，ｋ）由灵敏度方程求得，λ为迭代
次数。

计算中发现在某些情况中，迭代会发生热流

辨识结果震荡发散的情况。为了避免这一问题的

发生，引入一个不超过０．１的较小松弛因子 γ，将
修正量控制在一个较小的范围内，可以抑制振荡

发散的发生。

２．３　收敛准则

用牛顿－拉夫逊法不断迭代求解得到新的热
流，当达到一定的收敛准则时，停止迭代，将新得

到的热流作为下一个时间步的初始值，继续迭代

求解，直到历经所有时间步为止。收敛准则为：

Ｊ－Ｊ０ ≤εＪ （９）

其中，Ｊ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
∑
ｒ－１

ｉ＝０
［珘Ｔ（Ｍ，ｊ，ｋ＋ｉ）－Ｔ（Ｍ，ｊ，ｋ＋

ｉ）］２，ε为很小的正数。

３　计算算法

由以上建立的求解反问题的计算步骤，可以

得到其求解算法：

步骤 １：假设在 ｋ时间步之前的温度分布
已知。

步骤２：由 ｋ－１时刻的热流作为 ｋ时刻的初
始热流。

步骤３：利用方程（１）～（３）求解ｋ到ｋ＋ｒ－１
时间步热传导正问题。

步骤４：求解灵敏度方程（５）～（７）得到 ｋ到
ｋ＋ｒ－１时间步内的灵敏度分布。

步骤５：由方程（８）得到新的热流。
步骤６：如果满足收敛准则，令ｋ＝ｋ＋１，回到

步骤２继续计算。如果不满足收敛准则，将新热
流作为初始热流，回到步骤３继续计算。

４　算例与结果分析

通过数值仿真手段求解二维非线性反问题，

设定传热模型形状大小为 Ｌｘ＝００１ｍ，Ｌｙ＝
０１ｍ，假定热流的实际分布为：

ｑ（ｔ，ｙ）＝１００００· １＋４ｓｉｎ ｔ
ｔ＿ｔｏｔａｌ( )[ ]π · １＋ｓｉｎ ｙＬｙ( )[ ]π

（１０）
热物性参数为：ρ＝８０００ｋｇ／ｍ３

Ｃｐ＝８００＋ＴＪｍ
－３℃－１ （１１）

ｋｘ＝６０－００５ＴＷｍ
－１℃－１ （１２）

ｋｙ＝８０－０．０２ＴＷｍ
－１℃－１ （１３）

初始温度为Ｔ０＝２０℃，总的加热时间为２０ｓ。
内壁的温度变化历程为测量点位置与时间的函数

Ｔｃｌ（ｙ，ｔ）。因为测量点只放置在内壁处，所以不
考虑沿 ｘ方向的变化。无测量噪声情况下的
Ｔｃｌ（ｙ，ｔ）分布如图１所示。

图１　内壁面温度变化历程
Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｇｒｅｓｓｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｉｎｓｉｄｅｗａｌｌ

时间间隔Δｔ为０２ｓ，顺序函数法中的未来
时间步长ｒ为３０。为了验证算法稳定性和抗噪声
能力，在温度准确计算值的基础上，加上一定的测

量误差，从而得到温度的实际测量值［９］：

珘Ｔ（Ｍ，ｊ，ｋ）＝Ｔ（Ｍ，ｊ，ｋ）＋ωσ （１４）
其中 σ为测量误差的标准差，单位为℃，假设测
量数据有 ９９％的可信度，则 ω是一组区间为
［－２５７６，２５７６］的正态分布随机数。

图２给出了本问题热流的真实值，图３～１０
分别给出了测量误差σ为０，０１，０２，０５时热流
辨识结果以及真实值的相对误差。

图２　热流真实值
Ｆｉｇ．２　Ｔｒｕｅｖａｌｕｅｓｏｆｈｅａｔｉｎｇｆｌｕｘ

·６９１·



　第１期 陈闽慷，等：二维非线性正交各向异性材料的瞬态热传导反问题数值方法

图３　无测量噪声时的热流辨识结果
Ｆｉｇ．３　Ｈｅａｔｆｌｕｘｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｏｕｔ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

图４　测量噪声σ＝０．１时的热流辨识结果
Ｆｉｇ．４　Ｈｅａｔｆｌｕｘｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｎｏｉｓｅσ＝０．１

图５　测量噪声σ＝０．２时的热流辨识结果
Ｆｉｇ．５　Ｈｅａｔｆｌｕｘｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｎｏｉｓｅσ＝０．２

图６　测量噪声σ＝０．５时的热流辨识结果
Ｆｉｇ．６　Ｈｅａｔｆｌｕｘｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｎｏｉｓｅσ＝０．５

图７　无测量噪声时，真实值与辨识值的相对误差
Ｆｉｇ．７　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｒｕｅｈｅａｔｉｎｇｆｌｕｘａｎｄｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｏｕｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

图８　测量噪声σ＝０．１时，真实值与辨识值的相对误差
Ｆｉｇ．８　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｒｕｅｈｅａｔｉｎｇｆｌｕｘａｎｄ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅσ＝０．１
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图９　测量噪声σ＝０．２时，真实值与辨识值的相对误差
Ｆｉｇ．９　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｒｕｅｈｅａｔｉｎｇｆｌｕｘａｎｄ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅσ＝０．２

图１０　测量噪声σ＝０．５时，真实值与辨识值的相对误差
Ｆｉｇ．１０　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｒｕｅｈｅａｔｉｎｇｆｌｕｘａｎｄ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅσ＝０．５

　　辨识结果与真实结果趋势相同，相差很小，可
见本文辨识算法的抗噪性很好。相对误差的最大

值分别为５％，８％，１２％，１６％，可见测量噪声的
大小对辨识结果的影响随噪声标准差的增大而增

大，这是因为测量噪声的存在放大了反问题的不适

定性。在热防护设计过程中，峰值热流的大小有着

至关重要的作用，为防热材料的选择、防隔热层厚

度设计提供重要依据。在测量误差 σ为０，０１，
０２，０５时，峰值热流辨识结果的相对误差分别为
１６％，２％，３％，５％，与热流真实值非常吻合。

５　结论

本文对考虑热传导系数、比热随温度变化的

正交各向异性材料的二维非稳态非线性热传导反

问题进行了求解，对外壁面上随空间和时间变化

的热流参数进行辨识。通过对算法的改进，解决

了迭代过程中热流辨识结果发散的问题，以及非

线性热传导方程和相应灵敏度方程的离散求解问

题。以上算例与结果表明，在考虑一定测量噪声

的情况下，整体的热流辨识误差在１６％以内，峰
值热流的辨识误差在５％以内，本文所采用的热
流辨识算法是准确、有效和稳定的。
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