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摘　要：针对Ｍａｒｋｏｖ方法分析多阶段任务系统（ＰｈａｓｅｄＭｉｓｓｉｏｎＳｙｓｔｅｍ，ＰＭＳ）可靠性时的状态空间爆炸
问题，基于层次化建模思想，建立了ＰＭＳ任务可靠性的顶层系统二维决策图（ＢｉｎａｒｙＤｅｃｉｓｉｏｎＤｉａｇｒａｍ，ＢＤＤ）
模型和底层部件Ｍａｒｋｏｖ模型。通过分析ＢＤＤ中的同构节点和冗余节点，提出顶层模型构造过程中的同构节
点合并策略和冗余节点删除策略。利用上述节点压缩策略生成简化模型，提高模型构造和存储效率。基于

ＰＭＳ部件排序规则，给出了层次化模型的递归求解方法，该方法的计算复杂度与顶层模型中的节点总数呈线
性关系。通过算例分析，对比采用节点压缩策略前后的模型节点数，以及层次化方法与Ｍａｒｋｏｖ方法的计算结
果，验证了简化层次模型的正确性和有效性。
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　　多阶段任务系统（ＰｈａｓｅｄＭｉｓｓｉｏｎＳｙｓｔｅｍ，
ＰＭＳ）是指在任务执行过程中，系统配置、任务成
败标准及部件可靠性参数等会随任务要求、环境

压力等发生变化，根据系统参数是否发生变化可

将任务过程划分为多个时间连续的阶段［１－４］。

ＰＭＳ在实际工程应用中较为常见，特别是一些关
键应用中，如航天和军用装备领域［５－６］，其任务可

靠性对于系统分析和改进、系统可靠性分配［７］等

具有重要作用。

ＰＭＳ的任务可靠性分析方法主要包括三类：
二元决策图（ＢｉｎａｒｙＤｅｃｉｓｉｏｎＤｉａｇｒａｍ，ＢＤＤ）方

法［８－９］、仿真方法［１０－１１］和 Ｍａｒｋｏｖ方法［１２－１３］。

ＢＤＤ方法利用可靠性框图或故障树建立系统可
靠性模型，并将模型转换为二元决策图进行计算。

ＢＤＤ方法高效简洁，但是无法处理部件的动态修
复行为；仿真方法能够处理复杂的系统行为，但要

得到可靠的计算结果，仿真次数通常要达到百万

级甚至千万级，因此仿真计算量巨大是其面临的

主要问题。

相比ＢＤＤ方法和仿真方法，Ｍａｒｋｏｖ方法能
够处理可修系统，且能够计算得到系统可靠性的

解析解。但是，随着系统中部件数量的增多，
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Ｍａｒｋｏｖ方法面临状态空间爆炸问题。针对该问
题，Ｗａｎｇ等［４］提出了一种层次化建模方法，通过

组合运用ＢＤＤ方法和Ｍａｒｋｏｖ方法减小模型的复
杂度，但在建立层次化模型时，如果不对 ＢＤＤ节
点进行缩减处理，在最坏的情况下，其节点数与部

件数目仍呈指数关系［１４］；闫华等［１５］研究了基于

ｋｒｙｌｏｖ子空间投影的 Ｍａｒｋｏｖ可靠性模型求解算
法，通过空间投影提高计算效率，但是投影方法仍

然需要生成初始问题的状态空间，且子空间规模

太小会造成计算误差增大；Ｌｕ等［１６］提出了一种

基于Ｍａｒｋｏｖ的可靠性分析方法，通过对不同阶段
的部件行为向量进行组合，搜索代表系统任务成

功的所有路径，算法的计算复杂度与路径数量呈

线性关系，但是该方法中路径总数随系统部件数

和阶段数的增长而迅速增加。

基于简化有序二元决策图（ＲｅｄｕｃｅｄＯｒｄｅｒｅｄ
ＢＤＤ，ＲＯＢＤＤ）的ＰＭＳ可靠性分析算法主要思想
是借鉴层次化建模方法，建立顶层系统行为的

ＢＤＤ模型和底层部件行为的 Ｍａｒｋｏｖ模型。对于
顶层系统级模型，本文根据 ＲＯＢＤＤ的定义，提出
相应的节点压缩策略，同时结合递归计算思想给

出模型的可靠性求解算法。利用上述方法，实现

模型简化和计算效率提高。

１　ＰＭＳ任务可靠性分析的层次化模型

１．１　层次化建模基本方法

层次化建模中的一个重要假设是：对于可修

部件ｃ，一旦其在阶段 ｉ内某个时刻失效，则其在
整个阶段内都处于失效状态；即使 ｃ在其后某个
时刻被修复，也只能在下一阶段参与系统任务。

这是因为在顶层系统模型中，部件在某个阶段 ｉ
的状态是由 ＢＤＤ方法进行描述的，而 ＢＤＤ是静
态方法，无法处理部件的动态行为，某一阶段的修

复只能在下个阶段发生作用。

Ｗａｎｇ等［４］提出了ＰＭＳ可靠性分析中建立层
次化模型的基本方法。首先，设部件 ｃ的状态空
间为｛１，２，…，ｏ（ｃ），…，ｆ（ｃ）｝，其中１，２，…，ｏ（ｃ）为
正常状态，ｏ（ｃ）＋１，ｏ（ｃ）＋２，…，ｆ（ｃ）为失效状态。
定义矩阵Ｑ（ｃ）和Ｐ（ｃ）如下：

Ｑ（ｃ）＝
Ｑ１１ Ｑ１２
Ｑ２１ Ｑ( )

２２

Ｐ（ｃ）＝
Ｑ１１ Ｑ１２( )０ ０

其中，Ｑ（ｃ）为部件 ｃ的转移速率矩阵，Ｐ（ｃ）为考虑
吸收态情况下的部件转移速率矩阵，子矩阵 Ｑ１１

为ｏ（ｃ）阶矩阵。
根据Ｑ（ｃ）和Ｐ（ｃ），定义矩阵Ｅ（ｃ）、Ｕ（ｃ）和Ｄ（ｃ）：

Ｅ（ｃ）＝ｅＱ（ｃ）Ｔ

Ｕ（ｃ）＝ｅＰ（ｃ）Ｔ·
Ｉｏ（ｃ）×ｏ（ｃ） ０( )０ ０

Ｄ（ｃ）＝Ｅ（ｃ）－Ｕ（ｃ










）

（１）

其中，矩阵Ｅ（ｃ）为部件 ｃ在时间 Ｔ内的正常转移
概率矩阵，矩阵 Ｕ（ｃ）为部件 ｃ在时间 Ｔ内一直处
于正常状态的转移概率矩阵，矩阵 Ｄ（ｃ）为部件 ｃ
在时间Ｔ内发生故障的转移概率矩阵。

以上为部件在某一阶段内的状态变化过程。

对于部件跨阶段的依赖性，由于假设各部件的失

效率和修复率是相互独立的，因此，仅以单个部件

ｃ为例进行说明。为区分在不同任务阶段的部
件，定义阶段部件ｃｉ表示第 ｉ个阶段中的部件 ｃ，
ｃｉ的状态为ｓ

（ｃ）
ｉ 。为简化分析，假设部件只有正常

与失效两种状态，由此可知 ｓ（ｃ）ｉ 为一布尔变量。
同时，令状态 ｘ表示阶段部件 ｃｉ无论正常或者失
效都不会影响系统任务的成败。综上，定义 ｓ（ｃ）ｉ
如下：

ｓ（ｃ）ｉ ＝
１　部件ｃ在阶段ｉ处于正常
０　部件ｃ在阶段ｉ处于失效
ｘ　部件ｃ在阶段ｉ{

的状态不影响任务成败

（２）
根据部件状态ｓ（ｃ）ｉ ，定义矩阵Ｘ

（ｃｉ）：

Ｘ（ｃｉ）＝

Ｕ（ｃｉ） ｓ（ｃ）ｉ ＝１

Ｄ（ｃｉ） ｓ（ｃ）ｉ ＝０

Ｅ（ｃｉ） ｓ（ｃ）ｉ ＝
{

ｘ

（３）

令ｖ（ｃｉ）表示部件 ｃ在第 ｉ个阶段末的状态
概率向量，可得：

ｖ（ｃｉ）＝ｖ（ｃｉ－１）·Ｘ
（ｃｉ） （４）

设ＰＭＳ共有ｐ个阶段，通过迭代计算可推得
该部件在第ｐ个阶段末的状态概率向量为：

ｖ（ｃｐ）＝ｖ（ｃ０）·∏
ｐ

ｉ＝１
Ｘ（ｃｉ） （５）

式中，ｖ（ｃ０）为部件 ｃ初始时刻的状态概率向量，
Ｘ（ｃｉ）的取值由ｓ（ｃ）ｉ 决定。部件在系统各个阶段的
状态构成了一组状态序列，记为 Ω，则部件 ｃ对应
的Ω可表示为 Ωｃ＝｛ｓ

（ｃ）
１ ，ｓ

（ｃ）
２ ，…，ｓ

（ｃ）
ｉ ，…，ｓ

（ｃ）
ｐ ｝。

令１Ｔ表示单位列向量，进一步可推得部件 ｃ在状
态序列Ωｃ下的概率值为：

Ｐｒ｛ｃｉ＝ｓ
（ｃ）
ｉ （１≤ｉ≤ｐ）｝ Ωａｂ＝ｖ（ｃｐ）·１

Ｔ （６）
对于多个部件的情形，假设系统由两个部件

ａ和ｂ组成，各阶段部件所对应的一组状态序列
为Ωａｂ＝｛ｓ

（ａ）
１ ，ｓ

（ａ）
２ ，…，ｓ

（ａ）
ｐ ；ｓ

（ｂ）
１ ，ｓ

（ｂ）
２ ，…，ｓ

（ｂ）
ｐ ｝。可

·５６１·
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得该状态序列下的部件状态概率向量为：

ｖ（ｂｐ）Ωａｂ
＝ｖ（ａｐ）·１

Ｔ·ｖ（ｂ０）·∏
ｐ

ｉ＝１
Ｘ（ｂｉ）　　　　

＝ｖ（ａ０）·∏
ｐ

ｉ＝１
Ｘ（ａｉ）·１Ｔ·ｖ（ｂ０）·∏

ｐ

ｉ＝１
Ｘ（ｂｉ）

（７）
以及该状态序列下的相应概率值为：

　Ｐｒ｛ａｉ＝ｓ
（ａ）
ｉ （１≤ｉ≤ｐ），ｂｉ＝ｓ

（ｂ）
ｉ （１≤ｉ≤ｐ）｝Ωａｂ

＝Ｐｒ｛ａｉ＝ｓ
（ａ）
ｉ （１≤ｉ≤ｐ）｝·Ｐｒ｛ｂｉ＝ｓ

（ｂ）
ｉ （１≤ｉ≤ｐ）｝

＝（ｖ（ａｐ）·１
Ｔ）·（ｖ（ｂｐ）·１

Ｔ） （８）
式（７）和式（８）可以推广到ｎ个部件的情形。
利用式（７）和式（８），采用 ＢＤＤ方法建立系

统顶层模型，搜索模型中对应任务成功的所有状

态序列，然后计算每个状态序列下的概率值并依

次相加，结果即为ＰＭＳ的任务可靠性。

１．２　基于节点压缩策略的模型简化

ＢＤＤ是一个具有有限个节点的有向无环图，
包含非终结节点和终结节点。终结节点没有输出

边，包括０节点和１节点，分别表示布尔假和真。
若用ＢＤＤ表示 ＰＭＳ系统的逻辑结构函数，则 ０
节点代表系统任务失败，１节点代表任务成功。
用ＢＤＤ分析 ＰＭＳ时，非终结节点由 ＰＭＳ中的阶
段部件状态表示，其０边和１边分别表示该阶段
部件的状态取０和１时的分支。

在构造 ＢＤＤ之前，如果给定一个变量顺序，
使得ＢＤＤ中任何一条从根节点到终结节点的路
径中，各节点的先后顺序与给定的变量顺序一致，

由此规则生成的 ＢＤＤ称为有序 ＢＤＤ（ｏｒｄｅｒｅｄ
ＢＤＤ）［１７］。模型中采用如下的排序策略：将 ＰＭＳ
中属于同一部件的状态变量分为一组，每组内部

的阶段部件状态按阶段顺序由后至前排列，不同

部件之间的顺序任意。以图１中的 ＰＭＳ为例，各
阶段可靠性框图如图１（ａ）所示，上述排序策略下
生成的ＢＤＤ如图１（ｂ）所示。

令ａｂ表示部件顺序为 ａ先于 ｂ，则图中阶
段部件顺序为：ａ２ａ１ｂ２ｂ１ｃ１。ＢＤＤ中的节
点总数和计算效率与其变量顺序密切相关［１８］，上

述排序策略中，在最坏的情况下，总节点数为

２Ｍ－１，Ｍ为系统中的阶段部件数量。可见，如果
不对ＢＤＤ节点采取任何压缩策略，在系统部件数
量较多的情况下，生成的 ＢＤＤ依然十分庞大，相
应的存储和计算必将耗费大量空间和时间资源。

因此，借鉴ＲＯＢＤＤ思想，提出了层次化模型生成
过程中的节点压缩策略。

ＲＯＢＤＤ是指，一个ＢＤＤ在其所有的路径上，

（ａ）各阶段可靠性框图
（ａ）Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆｅａｃｈｍｉｓｓｉｏｎｐｈａｓｅ

（ｂ）给定排序策略下的ＢＤＤ模型
（ｂ）ＢＤＤｍｏｄｅｌｕｎｄｅｒｓｐｅｃｉｆｙｉｎｇｏｒｄｅｒｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｙ

图１　示例ＰＭＳ各阶段可靠性框图和ＢＤＤ模型
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｓｏｆｅａｃｈｐｈａｓｅａｎｄ

ＢＤＤｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｅｘａｍｐｌｅＰＭＳ

变量都遵循给定的变量次序 ｘ１ｘ２…ｘｎ，并
且满足：

１）不存在同构节点。同构节点是指两个节
点具有相同的变量名和左右子节点。若以 Ｎ表
示节点，ｖａｒ（Ｎ）表示节点变量，ｌｏｗ（Ｎ）和ｈｉｇｈ（Ｎ）
分别表示其左右子节点，当满足式（９）所示条件
时，称Ｎｉ和Ｎｊ为同构节点，即Ｎｉ＝Ｎｊ。

ｖａｒ（Ｎｉ）＝ｖａｒ（Ｎｊ）

ｌｏｗ（Ｎｉ）＝ｌｏｗ（Ｎｊ）

ｈｉｇｈ（Ｎｉ）＝ｈｉｇｈ（Ｎｊ
{

）

（９）

２）不存在冗余节点。冗余节点是指节点的
左右子节点为同构节点，即 ｌｏｗ（Ｎ）＝ｈｉｇｈ（Ｎ）。
当消除同构节点后，表现为节点的左右子节点指

向同一节点。

ＰＭＳ任务可靠性分析时，对于顶层ＢＤＤ模型
中的同构节点，只保留一个；冗余节点则直接从

ＢＤＤ中删除。但上述处理方式需要先生成初始
ＢＤＤ，再根据条件１和２对模型进行简化，处理过
程十分低效。因此，在 ＢＤＤ生成过程中，提出两
种节点压缩策略。

第一种：同构节点合并策略。令 Γ＝｛Ｎ１，
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Ｎ２，…，Ｎｉ，…，ＮＡ｝表示已生成节点集合，Γ中不
存在同构节点。令Ｎｔｅｍｐ表示新节点，若 Ｎｔｅｍｐ满足
条件———Ｎｊ∈Γ，均有 Ｎｊ≠Ｎｔｅｍｐ，则将其加入集
合Γ中；否则，如果集合Γ中存在Ｎｊ＝Ｎｔｅｍｐ，即表
示Ｎｊ和Ｎｔｅｍｐ满足式（９）中所列条件，为同构节
点。此时，用同构节点Ｎｊ代替Ｎｔｅｍｐ即可。上述策
略可以总结为：每次生成新节点时，将新节点存储

在临时空间Ｎｔｅｍｐ中，判断Ｎｔｅｍｐ是否与已生成节点
集合Γ中的元素相同，若全不相同，则将 Ｎｔｅｍｐ加
入集合 Γ中；否则，以集合 Γ中的同构节点替代
Ｎｔｅｍｐ。可知，由于以上过程是在ＢＤＤ生成中动态
进行，因此，能够有效提高ＢＤＤ构造的执行效率。
在具体实现过程中，以Ｈａｓｈ表存储所有已生成的
节点，能够进一步提高节点的搜索效率。

第二种：冗余节点删除策略。由定义可知，冗

余节点的左右子节点指向相同的节点，这也意味

着该节点状态为０或１，都不会对系统任务产生
影响。因此，冗余节点即对应阶段部件状态 ｘ。
ＰＭＳ中，阶段部件状态是否为ｘ，取决于系统的结
构函数及其他部件的状态值。根据冗余节点，定

义依赖性冗余部件如下：

设有两部件ａ和ｂ，其结构函数为 Φ＝ａ◇ｂ，
操作◇为逻辑与或者逻辑或，对应部件的并联或
串联。若当ｓ（ａ）＝１或ｓ（ａ）＝０时，无须ｓ（ｂ）即可确
定Φ值，即 ｓ（ｂ）＝ｘ，则称部件 ｂ为 ｓ（ａ）＝１或
ｓ（ａ）＝０时的依赖性冗余部件，因为部件 ｂ是否冗
余依赖于部件 ａ的状态。根据该定义，存在两种
情况：①若Φ＝ａ＋ｂ，则当ｓ（ａ）＝１时，Φ＝１，部件
ｂ为 ｓ（ａ）＝１时的依赖性冗余部件；反之，ａ为
ｓ（ｂ）＝１时的依赖性冗余部件；②若Φ＝ａ·ｂ，则当
ｓ（ａ）＝０时，Φ＝０，部件ｂ为ｓ（ａ）＝０的依赖性冗余
部件；反之，ａ为 ｓ（ｂ）＝０时的依赖性冗余部件。
该定义可以扩展至多个部件或多个模块组合，即

当Φ＝ａ◇ｂ◇…◇ｎ或者 Φ＝Φ１◇Φ２◇…◇Φｎ
时，由逻辑与和逻辑或的运算性质可知，上述定义

仍然成立。

由于ＢＤＤ生成过程是一个自顶向下的赋值
和自底向上的构造过程，根据上述依赖性冗余部

件的定义，可以在 ＢＤＤ自顶向下的赋值过程中，
根据系统结构函数和已赋值部件状态，判断后续

部件是否属于依赖性冗余部件。如果是，可知当

前路径中，该部件对应节点为冗余节点，可直接跳

过该部件节点的构造，进入后续处理过程，从而有

效节省ＢＤＤ的构造时间和存储空间。
以图１中的ＰＭＳ为例，利用同构节点合并策

略和冗余节点删除策略后得到的 ＢＤＤ分别如

图２（ａ）和图２（ｂ）所示。由图１（ｂ）可以看出，该
ＢＤＤ中节点 Ｎ７、Ｎ８、Ｎ９为同构节点，根据同构节
点合并策略，只保留节点 Ｎ７，得到图２（ａ）；同时，
图２（ａ）中节点 Ｎ６满足 ｌｏｗ（Ｎ６）＝ｈｉｇｈ（Ｎ６）＝
Ｎ７，即Ｎ６为冗余节点，根据冗余节点删除策略，
删除节点Ｎ６得到图２（ｂ）。其中，图２（ｂ）即为最
终生成的简化层次模型。

（ａ）合并同构节点后的ＢＤＤ模型
（ａ）ＢＤＤｍｏｄｅｌａｆｔｅｒｃｏｍｂｉｎｉｎｇｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｎｏｄｅｓ

（ｂ）删除冗余节点后的ＢＤＤ模型
（ｂ）ＢＤＤｍｏｄｅｌａｆｔｅｒｄｅｌｅｔｉｎｇｒｅｄｕｎｄａｎｃｙｎｏｄｅｓ

图２　采取节点压缩策略后得到的简化ＢＤＤ模型
Ｆｉｇ．２　ＳｉｍｐｌｉｆｉｅｄＢＤＤｍｏｄｅｌｕｓｉｎｇｎｏｄｅｓ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ

２　模型递归求解方法

令Ｎｚ表示系统ＢＤＤ模型中的节点，ｌｏｗ（Ｎｚ）＝

Ｎｘ，ｈｉｇｈ（Ｎｚ）＝Ｎｙ，Φ（Ｎｚ）为该节点的逻辑结构函
数。节点Ｎｚ对应的阶段部件及其状态变量分别
为ｃｉ和ｓ

（ｃ）
ｉ ，ｗ（Ｎｚ）表示当Φ（Ｎｚ）＝１时节点对应

部件的状态概率向量。定义任一满足 Φ（Ｎｚ）＝１
的阶段部件状态序列为结构函数 Φ（Ｎｚ）的任务

·７６１·



国 防 科 技 大 学 学 报 第３９卷

成功序列，并令集合Ω（Ｎｚ）表示 Φ（Ｎｚ）下的所有
任务成功序列集合。 Ω（Ｎｚ） 为集合中元素数

量，则有：

ｗ（Ｎｚ）＝ ∑
Ω（Ｎｚ）

ｌ
ｖ（ｃｉ） Ω（Ｎｚ）ｌ

（１０）

由于ＢＤＤ中的每个非终节点有且仅有左右
两个子节点，可知：

Ω（Ｎｚ）＝｛Ω（Ｎｘ），ｓ
（ｃ）
ｉ ＝０｝∪｛Ω（Ｎｙ），ｓ

（ｃ）
ｉ ＝１｝

若令Ω′＝｛Ω（Ｎｘ），ｓ
（ｃ）
ｉ ＝０｝，Ω″＝｛Ω（Ｎｙ），

ｓ（ｃ）ｉ ＝１｝，则根据式（４）可得：

ｗ（Ｎｚ）＝∑
Ω′

ｊ
ｖ（ｃｉ）Ω′ｊ

＋∑
Ω″

ｋ
ｖ（ｃｉ）Ω″ｋ

＝ ∑
Ω（Ｎｘ）

ｌ
ｖ（ｃｉ－１）Ω（Ｎｘ）

( )
ｌ

·Ｄ（ｃｉ）＋ ∑
Ω（Ｎｙ）

ｍ
ｖ（ｃｉ－１）ｔΩ（Ｎｙ）( )

ｍ

·Ｕ（ｃｉ）

＝ｗ（Ｎｘ）·Ｄ
（ｃｉ）＋ｗ（Ｎｙ）·Ｕ

（ｃｉ） （１１）
式（１１）中假定节点 Ｎｚ的左右子节点 Ｎｘ、Ｎｙ

对应的阶段部件为 ｃｉ－１。实际上，由于任务成功
序列Ω（Ｎｚ）ｌ中包含不同部件在不同阶段的状态
变量，父节点与子节点不一定对应同一部件；同

时，由于模型中删除了冗余节点，父节点与子节点

对应的阶段部件并不一定是按照给定顺序依次排

列。因此，根据节点排序策略，对式（１１）进行修
正后得到：

１）若节点Ｎｚ与子节点为同一部件，记子节点
对应阶段部件为ｃｊ，则有：

ｗ（Ｎｚ）＝ｗ（Ｎｘ）· ∏
ｉ－１

ｋ＝ｊ＋１
Ｅ（ｃｋ( )）·Ｄ（ｃｉ）＋

ｗ（Ｎｙ）· ∏
ｉ－１

ｋ＝ｊ＋１
Ｅ（ｃｋ( )）·Ｕ（ｃｉ） （１２）

２）若节点Ｎｚ与子节点为不同部件，则根据
式（７）可得：

ｗ（Ｎｚ）＝ｗ（Ｎｘ）·１
Ｔ·ｖ（ｃ０）· ∏

ｉ－１

ｋ＝１
Ｅ（ｃｋ( )）·Ｄ（ｃｉ）＋

ｗ（Ｎｙ）·１
Ｔ·ｖ（ｃ０）·（∏

ｉ－１

ｋ＝１
Ｅ（ｃｋ））·Ｕ（ｃｉ）

（１３）
利用式（１２）和式（１３），可自底向上依次对各

节点进行计算，终结节点０和１对应的状态概率
向量设为０和（１，０，…，０）。设根节点为 Ｎｒｏｏｔ，令
Ｒ表示系统的任务可靠性，则可得：

Ｒ（ＰＭＳ）＝ｗ（Ｎｒｏｏｔ）·１
Ｔ （１４）

以图２（ｂ）中生成的 ＢＤＤ为例，各节点对应
的ｗ（Ｎｉ）如表１所示。其中
ｑ１＝ｖ（ｃ０）·Ｕ

（ｃ１）·１Ｔ·ｖ（ｂ０）·Ｕ
（ｂ１）·Ｕ（ｂ２）·１Ｔ

ｑ２＝ｖ（ｃ０）·Ｕ
（ｃ１）·１Ｔ·ｖ（ｂ０）·Ｅ

（ｂ１）·Ｕ（ｂ２）·１Ｔ

利用上述方法计算任务可靠性时，各节点的

状态概率向量ｗ（Ｎｉ）只需计算一次，以后每次遍

历到该节点，取得已有结果进行计算即可。设最

终生成的ＲＯＢＤＤ中节点总数为θ，则该策略下任
务可靠性的计算复杂度为Ｏ（θ）。

表１　示例ＢＤＤ中各节点的对应ｗ（Ｎｉ）值
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｗ（Ｎｉ）ｏｆｅａｃｈｎｏｄｅｉｎｔｈｅｅｘａｍｐｌｅＢＤＤ

节点 ｗ（Ｎｉ）

Ｎ１ ｗ（Ｎ１）＝ｖ（ａ０）·（ｑ１·Ｄ
（ａ１）＋ｑ２·Ｕ

（ａ１））·Ｕ（ａ２）

Ｎ２ ｗ（Ｎ２）＝ｑ１·ｖ（ａ０）·Ｄ
（ａ１）＋ｑ２·ｖ（ａ０）·Ｕ

（ａ１）

Ｎ３ ｗ（Ｎ３）＝ｖ（ｃ０）·Ｕ
（ｃ１）·１Ｔ·ｖ（ｂ０）·Ｕ

（ｂ１）·Ｕ（ｂ２）

Ｎ４ ｗ（Ｎ４）＝ｖ（ｃ０）·Ｕ
（ｃ１）·１Ｔ·ｖ（ｂ０）·Ｅ

（ｂ１）·Ｕ（ｂ２）

Ｎ５ ｗ（Ｎ５）＝ｖ（ｃ０）·Ｕ
（ｃ１）·１Ｔ·ｖ（ｂ０）·Ｕ

（ｂ１）

Ｎ６ ｗ（Ｎ６）＝ｖ（ｃ０）·Ｕ
（ｃ１）

３　算例分析

以图３所示的 ＰＭＳ系统为例，图中列出了系
统各阶段的故障树。记系统任务为Ｔ，共包含３个
任务阶段，分别为ｐ１，ｐ２和ｐ３，并假设一旦任务在
某个阶段失败，则整个任务失败；各阶段持续时间

分别为ｔ１＝９０ｓ，ｔ２＝１５０ｓ和ｔ３＝９０ｓ。假设系统中
各部件的平均修复时间（ＭｅａｎＴｉｍｅＴｏＲｅｐａｉｒ，
ＭＴＴＲ）和平均故障间隔时间（ＭｅａｎＴｉｍｅＢｅｔｗｅｅｎ
Ｆａｉｌｕｒｅｓ，ＭＴＢＦ）均为３０ｍｉｎ和３００ｍｉｎ。

将任务Ｔ中阶段 ｐ１构成的单阶段系统任务
记为Ｔ１，由阶段 ｐ１和 ｐ２组成的 ＰＭＳ记为任务
Ｔ２。分别建立任务Ｔ１，Ｔ２和 Ｔ的层次化模型，对
比在不进行压缩和采用节点压缩策略下，上述各

模型中的ＢＤＤ节点数量，其结果如表２所示。
由表２可以看出，采用节点压缩策略后，顶层

ＢＤＤ模型中的节点数量明显减少。若记压缩率
为：（压缩前节点数－压缩后节点数）／压缩前节
点数，则对于任务Ｔ１，Ｔ２和 Ｔ，采用节点压缩策略
后，顶 层 ＢＤＤ 模 型 的 压 缩 率 分 别 达 到 了
７２２２％，９９０９％和９９９８％。

根据任务 Ｔ１和 Ｔ２的阶段组成可知，Ｒ（Ｔ１）
和Ｒ（Ｔ２）即为任务Ｔ在第一阶段末和第二阶段末
的任务可靠性。利用层次化模型的递归求解算

法，可计算得到 Ｒ（Ｔ１）、Ｒ（Ｔ２）和 Ｒ（Ｔ），并与
Ｍａｒｋｏｖ方法的计算结果进行对比，两种方法的可
靠性结果如表３所示。

由表３可以看出，层次化方法的可靠性计算
结果略低于Ｍａｒｋｏｖ方法。其中，任务Ｔ的计算误
差最大，约为４４６Ｅ－０５。可见，随着系统运行时
间的增加，层次化方法的计算误差逐步增大。出

现计算误差是由于假设部件在阶段某个时刻失

效，则即使部件被修复，在该阶段内部件也将一直
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（ａ）阶段１故障树
（ａ）Ｆａｕｌｔｆａｉｌｕｒｅｔｒｅｅｏｆｐｈａｓｅ１

（ｂ）阶段２故障树
（ｂ）Ｆａｕｌｔｆａｉｌｕｒｅｔｒｅｅｏｆｐｈａｓｅ２

（ｃ）阶段３故障树
（ｃ）Ｆａｕｌｔｆａｉｌｕｒｅｔｒｅｅｏｆｐｈａｓｅ３

图３　算例ＰＭＳ中各阶段故障树
Ｆｉｇ．３　ＦａｕｌｔｆａｉｌｕｒｅｔｒｅｅｓｏｆｅａｃｈｐｈａｓｅｉｎｅｘａｍｐｌｅＰＭＳ

表２　各任务可靠性模型中的ＢＤＤ节点数量对比

Ｔａｂ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆＢＤＤｎｏｄｅｓｏｆ

ｅａｃｈｍｉｓｓｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ

任务 不进行压缩
采用节点

压缩策略
压缩率／％

Ｔ１ ３６ １０ ７２．２２

Ｔ２ ３２９８ ３０ ９９．０９

Ｔ ８５２６３７ １４４ ９９．９８

表３　层次化方法与Ｍａｒｋｏｖ方法计算结果比较
Ｔａｂ．３　Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｕｎｄｅｒｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅＭａｒｋｏｖｍｅｔｈｏｄ

任务 层次化方法 Ｍａｒｋｏｖ方法 结果误差

Ｔ１ ０．９９４８６４ ０．９９４８６７ ２．４２Ｅ－０６

Ｔ２ ０．９９３９２０ ０．９９３９５４ ３．３９Ｅ－０５

Ｔ ０．９９３４５７ ０．９９３５０１ ４．４６Ｅ－０５

处于失效状态，直到下一阶段初始时刻。因此，误

差的产生与系统在各个阶段的任务持续时间有

关，当系统各阶段的运行时间越小于部件的

ＭＴＴＲ时，由上述假设导致的计算误差就越小。
当误差较大时，一种可行的解决方法就是将原

ＰＭＳ划分为更多阶段，使部件修复后能够尽早参
与任务执行，从而减小计算误差。但是，阶段数增

多的同时也会导致层次化模型中的 ＢＤＤ节点数
迅速增加，模型求解的计算复杂度增大。因此，在

实际计算中，应根据具体的精度要求，对系统任务

阶段进行合理划分。

４　结论

利用ＢＤＤ和Ｍａｒｋｏｖ相结合的层次化建模方
法，建立了ＰＭＳ任务可靠性的层次化模型；通过
提出的同构节点合并策略和冗余节点删除策略，

实现了模型规模的简化；给出了基于层次化模型

计算任务可靠性的递归求解方法，实现了模型运

算的简化。最后，通过算例验证了节点压缩策略

和模型求解算法的正确性和有效性。算例中假设

各任务阶段之间是串联关系，实际上简化层次方

法能够处理任务阶段为复杂逻辑组合时的情况，

只要根据阶段间的逻辑组合需求，生成相应的顶

层ＢＤＤ模型；同时，由提出的层次化模型求解过
程可知，该算法复杂度只与模型中的节点数有关，

各任务阶段为串并联或混联关系并不能直接决定

模型中的节点数量。因此，提出的递归求解算法

同样适用于并联和混联任务系统。层次化方法

中，ＢＤＤ无法处理系统的动态行为，导致其可靠
性计算结果略低于Ｍａｒｋｏｖ方法，解决方法是在初
始ＰＭＳ基础上，划分更多的任务阶段，使部件修
复后尽早生效。
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