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摘　要：针对非线性系统的辨识问题，提出了非线性压缩测量辨识算法，且推导出了一种符合压缩感知
测量准则的测量模型。相比递归最小二乘法，该方法极大地减少了所需的测量数，使得高阶 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数辨
识成为可能。此外，还分析了实际应用中的各项因素对辨识准确性的影响，如信号稀疏度、测量噪声、测量矩

阵形式等。
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　　一直以来，关于非线性系统的研究吸引了来
自各个领域学者的关注。特别是在工程领域中，

理想的线性系统是几乎不存在的，大部分需要面

对的都是非线性系统。一般认为，输出与输入不

成比例的系统均是非线性的，如失真、自激振荡、

分叉、混沌等。本文重点研究弱非线性系统，比如

功率放大器［１］、扬声器［２］、生物过程［３］均属此类。

对于此类非线性系统，其模型是很难通过理论推

导得到的。因而，需要通过对输入输出信号的辨

识得到系统模型。

在系统辨识中，首要考虑的问题是如何表示

非线性系统。到目前为止，还没有一个通用的非

线性系统表示方法。非线性系统的模型可以从以

下几个方式来获得：获得系统的频域等价模型；将

非线性环节表示为多个线性环节的卷积；将非线

性系统展开为线性形式，再利用线性的辨识方法

获得非线性系统的近似等。本文采用后一种方

法，利用多项式展开的方法来表示非线性对象。

根据泰勒公式可知，如果系统的非线性环节足够

平滑并且没有历史记忆，那么就可将系统的输出

表示为输入信号的多项式展开。但是，如果系统

是有记忆的，就需要用 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数来描述［４］。

本文选用ｐ阶、记忆长度为Ｌ的Ｖｏｌｔｅｒｒａ核作为基
础，并利用多项式回归的方法得到核的参数，从而

使得展开项的和尽可能地接近原函数。近年来，

Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数以及其他多项式展开的方式在人脸
识别［５］、语音识别［６］、文字识别［７］等非线性问题

上都取得了成功。

系统辨识的第二个问题是如何准确估计出模

型中的参数。鉴于 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数中的未知参数可
以表示为输入输出的线性组合，经典的最小二乘

（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅ，ＬＳ）方法就可辨识得到［８］。但是，
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此方法会碰到“维数灾难”的问题，即待辨识的参

数数量将随着模型阶数的增加而呈指数增长。对

于ＬＳ方法而言，就需要远大于 Θ（Ｌｐ）次的数据，
辨识结果才能收敛。这不仅增加了辨识的成本，

还会增大计算复杂度。一个可能的方法是，将该

问题视为核回归问题［９－１０］。然而，Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数
的高阶参数是稀疏度的，也就是说待辨识参数中

只有个别位置是非零的。不过，多项式的阶数、记

忆长度以及非零项的位置和个数都是未知的，所

以无法在辨识之前选定合适的数值。此外，在实

际系统中，核回归的方法由于输入输出数据存在

误差将导致过拟合，使得辨识结果变差。考虑到

参数的稀疏性，有学者提出采用稀疏估计器来解

决过拟合的问题，典型的如非负参数推断（Ｎｏｎ
ＮｅｇａｔｉｖｅＧａｒｒｏｔｅ，ＮＮＧ）［１１］和 递 归 最小二乘
（ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＲＬＳ）估 计 器。文
献［１８］给出了针对稀疏 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的 ＥＭＲＬＳ
算法，对参数的期望和分布进行计算，从而得到准

确的辨识结果。另一个常见的稀疏估计器叫作最

小绝对收缩和选择算子（ＬｅａｓｔＡｂｓｏｌｕｔｅＳｈｒｉｎｋａｇｅ
ａｎｄＳｅｌｅｃｔｉｏｎＯｐｅｒａｔｏｒ，ＬＡＳＳＯ）［１３］。文献［１４］基
于该算法，提出了针对 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的 ｗＬＡＳＳＯ
（ｗｅｉｇｈｔＬＡＳＳＯ）估计器，并取得了良好的效果，而
且ｗＬＡＳＳＯ的性能已经在文献［１５］之中分析过
了。除了利用稀疏性解决“维数灾难”问题的方

法以外，还有利用核的对称性以减少待辨识参数

的个数［８］。另外，还可以利用正交三角分解的方

法来减少辨识计算量［１６］。

近年来，Ｄｏｎｏｈｏ［１７］、Ｃａｎｄèｓ等［１８］提出的压缩

感知理论是处理信号稀疏性的一种高效方法。根

据采样定理可知，对任何信号的测量都要求采样

频率是信号带宽的２倍以上。然而，压缩感知理
论指出，对稀疏信号的测量需要关注的是稀疏度，

而不是信号带宽。该定理目前已经被大量应用于

有关成像的各个领域中，如高速流显微镜成

像［１９］、核磁共振成像［２０］、合成孔径雷达［２１］、毫米

波雷达信号处理［２２］等。Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数中的一阶核
可以视为一维的信号，其二阶核也可视为二维的

信号。依此类推，级数的各阶核参数均可以视作

高维信号，而且这些信号均是极度稀疏的。因而，

利用压缩感知理论，可以极大地提高测量的效率。

１　多项式级数展开

本节主要介绍非线性系统的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数展
开方式。假设一个离散非线性时不变系统的输出

可表示为：

ｙ（ｎ）＝ｆ（ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－ｌ））（１）
其中，ｘ（ｎ）代表系统在时刻 ｎ的输入，而 ｆ（ｘ）则
是一个非线性函数。上式表示，系统的输出与当

前时刻之前的所有时刻都相关，即系统是有无限

记忆的。但是，对于大部分系统而言，系统的响应

都会随着时间的推移而衰减。所以，在此假设系

统的记忆是有限且合理的，也就是系统的输出只

与前Ｌ个时刻的输入有关。本文只考虑由死区、
饱和、谐波等导致的信号失真等弱非线性系统。

理论上，Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数是一个无穷级数，而本文允
许展开级数与原系统存在截断误差，所以系统的

输出就可以利用Ｐ阶的Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数来表示：

ｙ（ｎ）＝∑
Ｐ

ｐ＝０
Ｈｐ［Χ１（ｎ）］＋ｖ（ｎ） （２）

式中：ｖ（ｎ）包含截断误差以及测量噪声，而且该
噪声是一个零均值并且独立于输入信号的白噪

声；Ｈｐ［Χ１（ｎ）］表示第 ｐ阶的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ核，其具体
形式如下：

Ｈｐ［Χ１（ｎ）］＝∑
Ｌ－１

ｋ１＝０
…∑

Ｌ－１

ｋｐ＝０
ｈｐ（ｋ１，…，ｋｐ）∏

Ｐ

ｉ＝１
ｘ（ｎ－ｋｉ）

（３）
式中，Ｌ代表 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的记忆长度，而且各阶
核的记忆长度是一致的。针对 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数展开
的收敛域以及使用范围已经被广泛研究，可以参

考文献［８］。本文的目的是利用系统的输入输出
数据，以辨识得到可以准确描述系统的各阶核参

数ｈｐ（ｋ１，…，ｋｐ）。

２　非线性压缩测量辨识

非线性压缩测量辨识算法将压缩感知理论引

入对非线性系统的辨识之中，并利用测量的方法

对模型参数进行观测。在测量的框架下，首先要

确定被测信号的形式。在系统辨识中，被测信号

包含了系统的全部特征，每一个信号都可以唯一

地表示一个系统。对于线性系统来说，可以选择

系统的脉冲响应序列来表示，该信号包含了线性

系统的全部动态和静态特征。那么，对于非线性

系统来说，是否存在一个信号是可以唯一地表达

系统的呢？本文采用 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的各阶核来表
示。另外，在测量的角度下，可以认为表示系统的

信号是客观存在的，只不过需要特殊的观测方法

才能够得到，或者是需要通过间接的方法来对其

测量。本文的重点在于介绍测量在辨识非线性系

统中的思想，因而只考虑二阶 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的辨
识问题，而更高阶系统可以依此推广。由于忽略

了高阶核，所以测量结果与原信号存在一定偏差，

·６２１·
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而这个偏差从测量的角度来看，是由于测量工具

的局限性导致的。这就如同用米尺去测量毫米级

的物体一般，一定会存在误差。

假设非线性系统展开为二阶 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数，
该系统输出可以表示为：

ｙｋ ＝ｈ＋∑
Ｌ－１

ｔ＝０
ｈ（ｔ）ｕ（ｋ－ｔ）＋　　　　　　　

∑
Ｌ－１

ｔ１＝０
∑
Ｌ－１

ｔ２＝０
ｈ（ｔ１，ｔ２）ｕ（ｋ－ｔ１）ｕ（ｋ－ｔ２） （４）

根据上文对 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的介绍可知，一个
非线性系统的输出可以写为多维卷积的形式。对

于一阶Ｖｏｌｔｅｒｒａ核，可以将一维卷积改写为向量
相乘的形式，即：

ｙ１ｋ＝（ｕｋ，ｕｋ－１，…，ｕｋ－Ｌ＋１）·（ｈ
１
０，ｈ

１
１，…，ｈ

１
Ｌ－１）

Ｔ

（５）
式中：ｙ１ｋ表示一阶核第 ｋ时刻的系统输出；ｕｋ表
示第ｋ时刻的系统输入；ｈ１ｉ表示一阶核第 ｉ时刻
的脉冲响应。如果考虑Ｍ个时刻的系统输出，此
时可以将上式写为矩阵形式Ｙ（１）＝Ｕ（１）Ｈ１，则：

ｙ１ｋ
ｙ１ｋ＋１


ｙ１ｋ＋Ｍ













－１

＝

ｕｋ ｕｋ－１ … ｕｋ－Ｌ＋１
ｕｋ＋１ ｕｋ … ｕｋ－Ｌ＋２
   

ｕｋ－１＋Ｍ ｕｋ－２＋Ｍ … ｕｋ－Ｌ＋













Ｍ

ｈ１０
ｈ１１


ｈ１Ｌ













－１

（６）
根据式（２）可知，二阶Ｖｏｌｔｅｒｒａ核的输出可以

写为线性二次型的形式，即：

ｙ２ｋ＝

ｕｋ
ｕｋ－１


ｕｋ－Ｌ













＋１

Ｔ ｈ２０，０ ｈ２０，１ … ｈ２０，Ｌ－１
ｈ２１，０ ｈ２１，１ … ｈ２１，Ｌ－１
   

ｈ２Ｌ－１，０ ｈ
２
Ｌ－１，１ … ｈ２Ｌ－１，Ｌ













－１

ｕｋ
ｕｋ－１


ｕｋ－Ｌ













＋１

（７）
式中：ｙ２ｋ表示二阶核在第 ｋ时刻的输出；ｈ

２
ｉ，ｊ表示

二阶核对由第ｉ，ｊ时刻的输入所引起的系统响应
大小。此时，将 ｈ２ｉ，ｊ逐行展开成一个列向量，
式（６）进一步改写为两个向量相乘的形式。同
样，考虑Ｍ个时刻的系统输出，二阶核的输出也
可以写为矩阵形式Ｙ（２）＝Ｕ（２）Ｈ２，则：

ｙ２ｋ
ｙ２ｋ＋１


ｙ２ｋ＋Ｍ













－１

＝

ｕ２ｋ … ｕｋ－１ｕｋ … ｕ２ｋ－Ｌ＋１
ｕ２ｋ＋１ … ｕｋｕｋ＋１ … ｕ２ｋ－Ｌ＋２
    

ｕ２ｋ＋Ｍ－１…ｕｋ＋Ｍ－１ｕｋ＋Ｍ…ｕ
２
ｋ－Ｌ＋













Ｍ

ｈ２０，０
ｈ２０，１


ｈ２１，０


ｈ２Ｌ－１，Ｌ



















－１

（８）

此时，将一阶核和二阶核先后排列成一个一

维列向量，那么非线性系统输出可以表示为：

Ｙ＝Ｙ（０）＋Ｙ（１）＋Ｙ（２）＝［Ｕ（０），Ｕ（１），Ｕ（２）］［Ｈｃ，Ｈ１，Ｈ２］
Ｔ

（９）
式中，Ｕ（０）是一个 Ｍ×１的常数向量，Ｈｃ是一个
１×１的常数向量。Ｈ＝［Ｈｃ，Ｈ１，Ｈ２］

Ｔ是待测量

信号，该信号长度 Ｎ＝Ｌ２＋Ｌ。不过，由于二阶核
是关于对角线对称的，因此可以将相同项合并，即

信号长度缩减为 Ｎ＝（Ｌ２＋３Ｌ＋２）／２；Ｕ＝［Ｕ（０），
Ｕ（１），Ｕ（２）］是测量矩阵，该矩阵中的每一行都是
一个测量向量，用于对信号Ｈ进行一次观测。因
而，矩阵Ｕ的性质直接决定了测量的准确性。压
缩感知理论给出了准确测量的要求，即只有当测

量矩阵满足有限等距约束（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙ
Ｐｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）性质时，才能保证测量是无损的。
学者已经证明一般常见的独立同分布的随机矩阵

都满足ＲＩＰ性质。不过，对于本文中使用的复杂
随机矩阵，要想得到 ＲＩＰ性质的充要条件是十分
困难的。因而，可以通过证明得到满足 ＲＩＰ性质
的充分条件来得到对测量矩阵的要求。文

献［２３］中给出了当输入信号是符合均匀分布的
随机信号时的定理如下：

引理［２３］　假 设 给 定 输 入 序 列 的 各 项
｛ｕｉ｝

Ｎ
ｉ＝Ｌ－１是随机的、从均匀分布 Ｕ∈［－１，１］中

取出的，定义信号长度Ｎ＝（Ｌ＋１）（Ｌ＋２）／２。当
Ｖｏｌｔｅｒｒａ核的记忆长度 Ｌ≥７，并且观测次数 Ｍ≥
１６０，那么就有如下推论。对于任意Ｓ阶有限等距
常数δＳ∈（０，１）和参数 γ∈（０，１），只要测量数
Ｍ≥Ｓ２ｌｇＬ５Ｃ／（１－γ）δ２Ｓ，那么测量矩阵 Ｕ符合 Ｓ

阶ＲＩＰ性质的可能性超过 １－ｅｘｐ －
γδ２Ｓ
Ｃ
Ｎ
Ｓ( )２ ，其

中常数Ｃ＝２８３５。
该引理表明，当利用符合均匀分布的测量矩

阵对信号进行测量时，如果测量数是与 Ｓ２ｌｇＮ在
同阶大小时，恢复算法是有极大的概率从观测值

中重建出被测信号的。不过，此处只是给出了均

匀分布的测量准则，而且该准则只是给出了一个

相对宽泛的下限。此外，如果系统输入选取的是

其他随机分布，就需要重新推导ＲＩＰ定理。因而，
本文尝试间接地给出测量矩阵需要满足的性质。

根据ＲＩＰ定理的定义可知，ＲＩＰ性质描述的是从
测量矩阵中任意抽取任意列组成的子矩阵能否完

整地保存原信号的能量，即不对原信号过分放大

也不过分衰减。因而，测量矩阵的子矩阵满足

ＲＩＰ性质是一个必要条件。利用圆盘定理来解
释，可以认为ＲＩＰ性质要求测量矩阵的 Ｇｒａｍｍｉａｎ
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矩阵Ｒ＝ＵＴＵ的特征值在［１－δＳ，１＋δＳ］范围内。
概括来说，要想保证测量是准确，就需要满足以下

三个条件：

① Ｅ［ｕｉ］＝０，Ｕ＝［ｕ
Ｔ
１，ｕ

Ｔ
２，…，ｕ

Ｔ
Ｍ］

Ｔ；

② Ｅ［Ｒｉ，ｉ］＝１，ｉ＝１，…，Ｎ；
③ Ｅ［Ｒｉ，ｊ］＝１，ｉ，ｊ＝１，…，Ｎ，ｉ≠ｊ。
上述条件要求测量向量只与自身线性相关，

而且要与其他测量向量线性无关。因为系统输入

是随机向量，因而很容易证明一阶核的测量向量

满足该定理。但是，由于二阶核的测量向量是输

入向量的非线性组合，因而二阶核测量向量的性

质不容易得到证明。但是，可以通过重新排列将

原测量矩阵改写为多个 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵相连的形

式，如式（１０）所示。式中 Ｕ～（２）０ 的下标代表 ｉ，ｊ的
差，即表示两次输入之间的时间间隔 ｉ－ｊ。那
么，对于系统记忆长度为Ｌ的二阶核，可以将测量
矩阵改写为Ｌ－１个 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵块。此时，可以
单独考虑每个矩阵块的性质。比如，此时很容易

计算得到各循环矩阵的方差期望，因为每一个循

环矩阵都是结构化的，而且其特性都取决于第一

行向量。特别是，ＲＩＰ性质要求其任意子矩阵均
满足，因而取每一个循环矩阵ＲＩＰ条件的并集，就
可以得到整个测量矩阵 ＲＩＰ性质的一个必要条
件。此外，对于更高阶的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ核，同样可以按
照本文所述方法排列，即将核按照其对角线排列。

Ｕ＝ Ｕ～（１） Ｕ～（２）０ Ｕ～（２）１ … Ｕ～（２）Ｌ－１ Ｕ～（ｃ[ ]）
其中

Ｕ～（２）０ ＝

ｕ２ｋ ｕ２ｋ－１ … ｕ２ｋ－Ｌ＋１
ｕ２ｋ＋１ ｕ２ｋ … ｕ２ｋ－Ｌ＋２
   

ｕ２ｋ＋Ｍ－１ ｕ２ｋ＋Ｍ … ｕ２ｋ－Ｌ＋













Ｍ

Ｕ～（２）１ ＝

ｕｋｕｋ－１ … ｕｋ－Ｌ＋１ｕｋ－Ｌ
ｕｋ＋１ｕｋ … ｕｋ－Ｌ＋２ｕｋ－Ｌ＋１
  

ｕｋ＋Ｍ－１ｕｋ＋Ｍ－２ … ｕｋ－Ｌ＋Ｍｕｋ－Ｌ＋Ｍ













－１

Ｕ～（２）２ ＝

ｕｋｕｋ－２ … ｕｋ－Ｌ＋２ｕｋ－Ｌ
ｕｋ＋１ｕｋ－１ … ｕｋ－Ｌ＋３ｕｋ－Ｌ＋１
  

ｕｋ＋Ｍ－１ｕｋ＋Ｍ－３ … ｕｋ－Ｌ＋Ｍ＋２ｕｋ－Ｌ＋Ｍ













－１

Ｕ～（２）Ｌ－１＝

ｕｋｕｋ－Ｌ＋１
ｕｋ＋１ｕｋ－Ｌ＋２


ｕｋ＋Ｍｕｋ－Ｌ＋













































Ｍ

（１０）

假设输入信号服从标准分布Ｎ（０，１），那么可

以计算得出除Ｕ～（２）０ 中各列的期望为１，其他循环矩

阵各行的期望为０。此时只需将Ｕ～（２）０ 矩阵的每项都

减去１，测量矩阵就可满足条件①，即Ｕ（^２）０ ＝Ｕ～（２）０ －
１。这相当于给每次的观测值多减去了 Ｃｈ ＝

∑
Ｌ－１

ｉ＝０
ｈｉ，ｉ。对于一个确定的系统，Ｃｈ的大小是一定

的，可以将其影响并入Ｈ０中。为了满足条件②和条
件③，需要对测量矩阵进行归一化。因为Ε［ｕ２］＝
１，Ε［ｕ４］＝３，所以对矩阵的归一化结果如下：

Ｕ～＝ １
槡Ｍ

Ｕ～（１[ ）　 １
２槡Ｍ
（Ｕ～（２）０ －１）　 １

槡Ｍ
Ｕ～（２）１

　…

１
槡Ｍ

Ｕ～（２）Ｌ－１　
１
槡Ｍ

Ｕ～（ｃ ]）
此时，测量矩阵Ｕ～同时满足上述三个条件。由于
更改了测量向量的大小，因而重建后的信号与原

信号不一致，需要通过如下方式映射，得到原

信号：

Ｈ ＝ １
槡Ｍ

Ｈ～（１[ ）　 １
２槡Ｍ
Ｈ～（２）０ 　

１
槡Ｍ

Ｈ～（２）１ 　…

１
槡Ｍ

Ｈ～（２）Ｌ－１　 １
槡Ｍ

Ｈ～（０）－ １
２槡Ｍ∑Ｈ

～（２）]０

Ｔ

３　仿真

本节将测试非线性测量辨识算法在实际非线

性系统中的辨识结果与真实系统的接近程度。从

测量的角度来看，对测量结果影响最大的三个因

素就是测量值的个数、测量噪声以及测量向量的

形式。因而，本文将测试这些参数对测量结果的

影响。

本文选用一个常见的非线性系统，即Ｗｉｅｎｅｒ
Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ模型作为辨识对象。该模型是由一
个线性环节、一个非线性环节和另一个线性环节

串联组成，如图１所示。

图１　Ｓｉｍｕｌｉｎｋ模型
Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌｉｎｋｍｏｄｅｌ

本文利用Ｓｉｍｕｌｉｎｋ搭建了一个离散系统的仿
真环境，其中线性环节为离散脉冲序列（如图 １
所示），静态的非线性环节为 Ｙ（ｘ）＝－０５ｘ＋
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００５ｘ２。为了接近真实环境，还在系统的输出上
叠加了服从高斯分布的噪声 ε（ｔ）～Ｎ（０，０１）。
鉴于系统的记忆长度是未知的，设定一个足够长

的记忆长度 Ｌ＝１５，那么辨识信号总长度 Ｎ＝
１３６。为了满足非线性压缩测量算法的要求，选定
系统的输入信号为一系列服从高斯分布的随机信

号ｕ（ｎ）～Ｎ（０，１）。本文采用了１００次蒙特卡洛
测试来验证算法的准确性。考虑到测量数 Ｍ是
小于等于信号长度Ｎ的，本文选用基于最小二范
数的递推最小二乘辨识算法作为对比。对于辨识

结果，本文从平均拟合程度（ＡｖｅｒａｇｅＦｉｔＲａｔｅ，
ＡＦＲ）和最小均方误差（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＭＳＥ）
两个角度来评价原信号Ｈ和辨识得到的信号Ｈ

的接近程度，Ｈｉ 表示第ｉ次实验的估计结果，珚Ｈｉ
表示１００次实验结果的平均：

ＡＦＲ＝Ε１－
Ｈ－Ｈｉ ｌ２

Ｈ－珚Ｈｉ ｌ
[ ]

２

×１００％ （１１）

ＭＳＥ＝Ｅ［Ｈ－Ｈｉ
２
ｌ２］ （１２）

图２呈现了两种辨识算法在两种测量数下的
辨识结果。其中，一阶核在图２（ａ）中采用了折线
来表示，而二阶核则采用了三维柱状图来表示。

本文定义辨识过程中采集到的系统输出个数为测

量数Ｍ，又定义测量数Ｍ与信号长度Ｎ的比率为
测量比率（ＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＲａｔｉｏ，ＭＲ）。图２（ａ）是在
ＭＲ为４０％的情况下的辨识结果，图中上半部分
展现的是Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数一阶核的测量结果和原信
号，图２（ａ）下半部分展现的是二阶核的测量结果
以及原信号。其中，蓝色代表原信号，黄色代表

ＲＬＳ的辨识结果，红色代表非线性 ＣＭＩ的辨识结
果。图２（ｂ）是在 ＭＲ为６０％的情况下的辨识结
果，图２（ｂ）中定义同上。从这两个图中可以看
到，本文提出的算法相比 ＲＬＳ算法辨识到的一阶
核和二阶核的准确性有很大程度的提高。由于原

信号是稀疏的，也就是只有靠近原点附近的项是

非零的，非线性ＣＭＩ方法的测量结果基本符合了
这一特点，而ＲＬＳ算法却将原信号能量散布在了
各项上。而且，随着测量率的提高，可以明显地看

到非线性ＣＭＩ方法的测量准确性有了进一步的
提高。

本文仿真了测量率从１０％到２００％的所有情
况，并将测试结果绘制在图３中。从图中可以看
到，当测量率达到６６％时，非线性 ＣＭＩ的拟合程
度已经达到９４１３％，而递推最小二乘算法的测
量率达到１７７％时，其平均拟合程度才达到同样
水平。另外，当测量数大小接近于信号长度时，

ＲＬＳ法出现了较大的偏差。这主要是由于观测存

（ａ）ＭＲ＝４０％

（ｂ）ＭＲ＝６０％

图２　ＮＣＭＩ和ＲＬＳ辨识得到的Ｖｏｌｔｅｒｒａ核
Ｆｉｇ．２　ＶｏｌｔｅｒｒａｃｏｒｅｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｂｙＮＣＭＩａｎｄＲＬＳ

在误差，而当测量矩阵接近方阵时，ＲＬＳ算法的解
空间越来越小，直到被压缩到唯一解。此时，所有

观测噪声都被纳入系统模型之中，所以其偏差也

就很大了。虽然，ＲＬＳ算法随着测量数的继续增
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多，其结果的准确性也继续提高，不过最终也只能

达到与非线性ＣＭＩ方法同样的精度。也就是说，
在该条件下，非线性 ＣＭＩ方法只需要９０次测量
就可以得到原信号，相比 ＲＬＳ能够节约大概１５０
次测量值。

（ａ）平均拟合程度与测量比率的关系
（ａ）ＡＦＲｏｆｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔＭＲ

（ｂ）均方误差与测量比率的关系
（ｂ）ＭＳＥｏｆＩｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔＭＲ

图３　测量比率对ＮＣＭＩ和ＲＬＳ的辨识影响
Ｆｉｇ．３　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆＮＣＭＩａｎｄＲＬＳ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｂｙＭＲ

非线性 ＣＭＩ的测量结果在测量数达到９０个
时，就达到了最佳的测量结果。那么，如何确定这

个数量，从而避免测量的浪费呢？在此，定义使得

测量结果达到最佳的最小所需测量数为最小测量

数。根据定理可知，最小测量数应该与稀疏度和

信号长度有关，而稀疏度的影响远超过信号长度。

因此，本文假设Ｖｏｌｔｅｒｒａ核的记忆长度为３０，阶数
为２，即信号总长度 Ｎ为４９６。其中，非零项随机
地分布在整个信号上。图４展示了针对不同稀疏
度信号的最小测量数。根据定理可知，最小测量

数应该与稀疏度的二次方成比例。但是，在线性

系统中，该数值与稀疏度呈线性关系。因而，本文

利用直线和抛物线分别对结果进行拟合，并且计

算了两种方法拟合结果与实际值的接近程度。其

中，抛物线的平均接近程度为８９３％，而直线拟
合的平均接近程度为７７９％。由此可见，最小测
量数与稀疏度的二次方是同阶的。换句话说，非

线性ＣＭＩ方法在测量过程中对信号的非零项个
数更敏感。

图４　稀疏度对最小测量数的影响
Ｆｉｇ．４　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｓｐａｒｓｉｔｙｏｎｍｉｎｉｍｕｍ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｕｍｂｅｒ

在测量中，噪声是不可避免的，因而在包含测

量噪声的条件下能否稳定地测量是至关重要的。

对于测量算法来说，测量噪声的绝对大小是没有

意义的，相对大小才是最重要的。因此，本文采用

信噪比（ＳｉｇｎａｌＮｏｉｓｅＲａｔｅ，ＳＮＲ）作为指标，以测试
噪声对算法的影响。图５展现了两种算法在不同
噪声大小下的辨识准确度。可以看到，非线性

ＣＭＩ方法对噪声具有一定的鲁棒性，及时噪声达
到５ｄＢ时，信号的平均拟合程度还能保持在
６９３％的水平。

图５　测量噪声对辨识结果的影响
Ｆｉｇ．５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅｏｎ

ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

除了测量数和测量噪声以外，还有一个重要

因素直接影响测量结果，那就是测量向量的形式。

这是因为测量向量的形式直接决定了每次测量的

方式以及测量获得的信息多少，或者说压缩感知
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正是凭借着精心设计的测量向量，从而实现高效

采样。由前文可知，选用的输入信号是随机地从

一个高斯分布中取出的。由于一阶核的测量向量

是系统的输入序列，因而一阶核的测量向量是服

从高斯分布的。对于二阶核来说，可将核参数分

为两类，其中一类是两个不同时刻的输入序列相

乘。由于两个服从高斯分布的随机变量相乘后仍

然服从高斯分布，所以第一类的测量向量仍然服

从高斯分布。第二类是两个相同时刻的输入序列

相乘，因而观测对角线信号的测量向量就不再服

从高斯分布，而是服从卡方分布。图６比较了这
两种分布对同一信号的测量结果。可以看出，虽

然两个分布的最佳测量结果是一致的，但是高斯

分布比卡方分布的最小测量数要少得多。这主要

是因为卡方分布的各项均是非负的，也就是服从

该分布的测量空间减少了一半，那么肯定就需要

更多的观测才能达到同样的效果。

图６　测量向量的分布对测量准确性的影响
Ｆｉｇ．６　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｖｅｃｔｏｒ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｎａｃｃｕｒａｃｙ

既然，Ｖｏｌｔｅｒｒａ二阶核对角线元素的测量服从
卡方分布，那么是否可以通过修改测量向量，从而

提高测量效率呢？为了解决非负的问题，一个直

接的方法是，将测量向量的各项减去常数，使得其

均值为零。另外，如果某一列在测量中所占比例

过大，那么也会影响到其他项的测量。因而，再对

整个测量矩阵的每列分别做归一化。相应地，在

获得测量结果后，要将这些修改复原才能得到原

信号。图７展示了没有归一化测量向量之前的测
量结果，以及归一化测量向量之后的测量结果。

从图中可以明显地看到，在对测量向量进行归一

化后，最小测量数只需要１２０次测量，而此时信号
的稀疏度为２０。也就是说，这个最小测量数远比
定理中要求的 Ｓ２ｌｇＮ要小得多。由此可见，通过
修改测量向量的形式从而减少观测次数是可

行的。

图７　归一化对测量准确性的影响
Ｆｉｇ．７　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎｏｎａｃｃｕｒａｃｙ

４　结论

本文的重要贡献在于将压缩测量算法的思想

从线性领域推广到非线性领域之中，即用测量的

视角观察非线性系统的辨识问题。首先，仿真也

证明了本文提出的测量方法在没有噪声的情况下

是可以无损地获取系统模型，即使在有噪声的条

件下，也可以保证稳定的测量结果。其次，在测量

的视角下，辨识算法更关注于信号本身的信息量

或者说信号的稀疏度，而对信号长度不敏感。这

就给解决“维数灾难”问题指出了一条新的道路。

随后，本文在仿真中详细分析了影响辨识结果的

三个重要因素，即测量向量、测量数和测量噪声。

特别是，本文提出了一种测量向量均值归零的方

法，进一步缩减了最小测量数。这也就说明，通过

设计合理的测量向量，是有可能进一步提高测量

效率，使得测量数控制在稀疏度的常数倍范围内。

在同等测量次数下，利用本文提出的方法可以获

得更多的信息，即辨识模型的记忆长度和阶数规

模都可以更大。当然，这两个参数越大，Ｖｏｌｔｅｒｒａ
模型可近似的非线性系统也就越复杂。

本文还简述了 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数的物理含义。随
后，本文将 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数重新排列为符合压缩感
知测量的形式，而且将原有测量矩阵重新排列为

多个循环矩阵相连。这种方法不仅给ＲＩＰ的证明
提供了一个基础，还简化了辨识算法的程序设计。

本文只是针对二阶以内的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数模型进行
了仿真，不过，根据本文的方法可以推广到更高阶

核的辨识上，该方向也将是未来的研究重点。此

外，本文使用的是高斯分布组成的随机测量向量，

随后将继续探索其他形式的测量向量，争取进一

步地缩减最小测量数，提高测量效率。另外，本文

·１３１·
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提出的方法不仅可以用于 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数，还可以
用于其他非线性核的线性组合表示的模型辨识问

题之中。
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