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弹性轨道磁悬浮控制系统模型降阶研究
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摘　要：在磁悬浮控制系统中，常常忽略轨道的弹性来设计控制算法。在这种控制算法作用下，当轨道
刚度较小时，系统容易产生振动。为解决该问题，可以将轨道弹性加入悬浮模型，然后设计控制算法。考虑

轨道弹性之后，悬浮系统的模型会比较复杂，控制算法难以在工程实现。为此，采用 Ｈａｎｋｅｌ范数近似法对考
虑轨道弹性后的模型进行降阶，并且在降阶模型的基础上设计控制算法，解决了轨道弹性引发的系统振动问

题。并且，这种方法容易在工程中实现。文章最后利用仿真结果验证了降阶方法的可行性。
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　　磁悬浮系统由于其固有的优势，得到了越
来越广泛的应用，比如磁悬浮列车、磁悬浮轴

承、磁悬挂天平等。特别是随着磁悬浮列车技

术的飞速发展，引起了广泛的关注。磁悬浮列

车已经进入应用阶段，但是磁悬浮系统本身还

在逐步地完善，特别是车轨耦合振动问题还没

有得到完美的解决。当列车行驶在钢梁上时，

可能出现车轨耦合振动。磁悬浮系统是一个非

线性不稳定系统，需要主动控制才能确保系统

的稳定性。常见的磁悬浮控制方法有极点配置

法［１］、ＰＩＤ控制方法［２］、非线性控制方法［３］，鲁

棒控制法［４］，自适应控制法［５］，变结构控制方

法［６］等。采用上述控制方法时，通常假设轨道

是刚性的。这种假设在某些磁悬浮系统上是可

以成立，而且对系统稳定性的影响不明显。然

而，实验表明：对于磁悬浮列车系统来说，当列

车行驶在钢梁上的时候，如果采用基于刚性轨

道系统模型设计出来的控制算法进行试验，可

能发生车轨耦合振动，严重时会使得系统发散。

针对轨道弹性给控制系统带来的影响，磁浮研

究工作者进行了大量的研究工作，武建军等［７－９］

分析了磁悬浮列车的动力学特性及系统的稳定

性，为考虑轨道弹性的控制算法设计提供了依

据；Ｌａｇｏｓ等［１０］分析了车辆过道岔时，轨道弹性对

系统的影响；李晓龙等［１１］等提出一种新型的抑制

车轨耦合振动的方法；另外，还有其他磁浮研究人

员针对轨道弹性对系统的影响开展了研究［１２－１５］，

得出了一些抑制车轨耦合振动的方法。为了分析

轨道弹性对系统的影响，本文在刚性轨和弹性轨

道条件下，分别建立了磁悬浮系统的数学模型；分
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析了基于刚性轨道设计出的控制系统在弹性轨道

上不能使得列车稳定悬浮的原因；利用Ｈａｎｋｅｌ范
数近似法，对弹性轨道条件下建立的悬浮系统模

型进行合理降阶；对降阶后的系统设计了控制器，

确保列车的稳定性。

Ｈａｎｋｅｌ范数近似法是一种有效的模型降阶
方法［１６－１７］，它是从 Ｈａｎｋｅｌ奇异值角度给出原系
统的一种平衡、渐近稳定的降阶实现，同时还给出

对模型降阶误差的一种估计。这种方法首先计算

出系统的 Ｈａｎｋｅｌ奇异值，然后对比系统的奇异
值，将其中明显比其他奇异值小的去掉，去掉一个

奇异值就相当于对系统进行降一次阶次，去掉两

个奇异值相当于降阶两次，以此类推。

１　Ｈａｎｋｅｌ范数逼近

定理１［１６］　令Ｇ（ｓ）为一个稳定、有理的 ｐ×
ｍ传递函数阵，其 Ｈａｎｋｅｌ奇异值为 σ１＞σ２… ＞

σＮ，这里每一个 σｉ具有重数 ｒｉ；又令Ｇ
～
ｋ（ｓ）是保

留Ｇ（ｓ）的平衡实现的前（ｒ１＋ｒ２＋… ＋ｒｋ）个状态
的截断，则：

Ｇ（ｓ）－Ｇ～ｋ（ｓ）∞≤２（σｋ＋１＋σｋ＋２＋…σＮ）
当系统为稳定有理系统时，可以直接利用定

理１对系统进行模型降阶；当系统为不稳定系统
时，若要利用上述定理对系统进行模型降阶，有两

种思路：

１）将系统进行线性变换，分解为稳定部分和
不稳定部分。针对稳定部分，再采用上述定理进

行降阶处理。

２）求出系统的Ｈａｎｋｅｌ范数，根据截断误差决
定要舍弃哪些状态，然后再判断舍弃的状态是否

为系统的稳态部分，若舍弃的为稳态部分，则可以

直接求出原系统的降阶模型。

本文在研究分析磁悬浮系统时，采用了思路

２的方法。

２　建模

在传统电磁铁中加入永磁，即为混合磁铁。

混合磁铁利用永磁提供大部分的悬浮力，能降低

悬浮功耗，减少电磁铁的发热，是磁悬浮技术的重

要发展方向。混合磁铁的结构见图１。其中，δ为
悬浮间隙，Ｆ为磁铁与轨道之间的悬浮力，ｕ为线
圈两端的电压，ｉ为线圈电流，δｍ为永久磁铁的厚
度，Ａ为永磁磁极面积，与电磁铁的磁极面积相
等。设永久磁铁的相对磁导率为 μｍ，矫顽力为
Ｈｃ，磁铁线圈匝数为Ｎ。

图１　混合磁铁结构示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆａｈｙｂｒｉｄｍａｇｎｅｔ

２．１　基于刚性轨道的系统建模

为简化模型，忽略磁路漏磁，忽略电磁铁和导

轨的磁阻，忽略轨道的弹性，则图１所示的系统模
型［１８］如下：

Ｆ＝Ｂ
２Ａ
μ０

ｍｄ
２δ
ｄｔ２
＝ｍｇ－Ｆ

ｕ（ｔ）＝Ｒｉ（ｔ）＋ＮＡｄＢｄ













ｔ

（１）

其中：Ｂ＝
μ０（Ｎｉ＋ＨＣδｍ）
２δ＋δｍ／μｍ

。

把方程组（１）在平衡点（ｉ０，δ０）处线性展开，
并选取系统输入为控制电压的变化量 Δｕ，输出
ｙ＝Δδ，得到在刚性轨道条件下系统的传递函
数为：

Ｐ０（ｓ）＝
－ｋｉ／（ｍＬ０）

ｓ３＋ＲＬ０
ｓ２－
ｋδＲ
ｍＬ０

（２）

其 中： ｋδ ＝
４μ０Ａ（Ｎｉ０＋Ｈｃδｍ）

２

（２δ０＋δｍ／μｍ）
３ ， ｋｉ ＝

２μ０ＮＡ（Ｎｉ０＋Ｈｃδｍ）
（２δ０＋δｍ／μｍ）

２ ，Ｌ０＝
μ０ＡＮ

２

２δ０＋δｍ／μｍ
分别为气隙

系数、电流系数和平衡点电感，且Ｌ０ｋδ＝ｋ
２
ｉ。利用

劳斯判据，列出式（２）描述的系统Ｐ０（ｓ）的劳斯表
见表１。

表１　Ｐ０（ｓ）的劳斯表
Ｔａｂ．１　ＲｏｕｔｈｔａｂｌｅｏｆＰ０（ｓ）

λ３ ｃ１，１＝１ ｃ１，２＝０

λ２ ｃ２，１＝Ｒ／Ｌ０ ｃ２，２＝－ｋδＲ／（ｍＬ０）

λ１ ｃ３，１＝ｋδ／ｍ

λ０ ｃ２，２＝－ｋδＲ／（ｍＬ０）

从表１可以发现其劳斯表的第二列数据发生

·７０２·
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了符号变化，说明系统存在实部为正数的根，从而

可知系统不稳定，需进行控制。

２２　基于弹性轨道的系统建模

简单又不失一般性，假设轨道梁是简支梁，且

只有一阶振动模态，轨道梁的振动方程［３］为：

ｙ̈Ｇ＋２ξ１ω１ｙＧ＋ω
２
１ｙＧ＝ａ·Ｆ（ｉ，δ） （３）

其中：ｙＧ是轨道相对于惯性基的垂向位移；ａ由轨
道结构决定，代表轨道弹性的强度；ω１和 ξ１是轨
道一阶振动的频率和阻尼；ｙ为电磁铁在垂直方
向上相对于惯性基的位移。考虑轨道弹性后，系

统的电磁力方程和电学方程仍然成立。只有动力

学方程产生变化［１５］：

ｙ＝ｙＧ＋δ
ｍ̈ｙ（ｔ）＝ｍｇ－Ｆ（ｉ，δ{ ）

（４）

结合式（１）和式（４），将模型在平衡点线性展
开，得到弹性轨道下的混合磁铁模型为：

Ｐ１（ｓ）＝－

ｋｉ
ｍＬ０
［ｍａｓ２＋Ｔ（ｓ）］

ｓ３＋ＲＬ０
ｓ２－
ｋδＲ
ｍＬ( )

０
·Ｔ（ｓ）－

Ｒａｋδ
Ｌ０
ｓ２

（５）
其中，Ｔ（ｓ）＝ｓ２＋２ξ１ω１ｓ＋ω

２
１。从式（５）可以看

出，考虑轨道弹性后，系统增加为５阶，令 ａ＝０，
则系统传递函数Ｐ１（ｓ）与Ｐ０（ｓ）相等，可见用ａ的
大小表示轨道弹性的强度是合理的。

３　刚性轨道下的模型分析

为了分析模型之间的差异，以模型之间的范

数差作为指标，模型之间的范数相差越大，表明两

个模型之间的差别越大。

某混合磁悬浮系统的有关参数如下：ｍ＝
５００ｋｇ，Ａ＝１×１０－３ｍ２，δ０＝００１ｍ，Ｎ＝３００匝，
Ｒ＝０５Ω，μｍ＝１，δｍ＝００２ｍ，Ｈｃ＝８００ｋＡ／ｍ，轨
道一阶模态参数 ω１＝１７×２π，ξ１＝０００５，ａ＝
００２５。将上述参数代入式（２）和式（５），得到刚
性轨道系统模型和弹性轨道系统模型：

Ｐ０（ｓ）＝－
５８．８７

ｓ３＋１７６．８ｓ２－１．７３３×１０５
（６）

　Ｐ１（ｓ）＝－
２０６．１ｓ２＋６２．８８ｓ＋６．７１７×１０５

Ｎ（ｓ） （７）

其中：

Ｎ（ｓ）＝ｓ５＋１７７．９ｓ４＋１．１６×１０４ｓ３＋１．４１１×１０６ｓ２－
１．８５１×１０５ｓ－１．９７７×１０９

由此得出刚性轨道系统模型的无穷范数：

Ｐ０（ｓ）∞ ＝３．３９７×１０
－４

弹性轨道系统模型的无穷范数：

Ｐ１（ｓ）∞ ＝６．２６０×１０
－４

二者之间的模型相对误差：

Ｐ１（ｓ）－Ｐ０（ｓ）∞／Ｐ０（ｓ）∞ ＝１．８５
可见，以刚性轨道系统模型为准，模型误差的

最大值可达原系统的１８５倍，该值在频率１５～
１６Ｈｚ处取得，该频率接近某类轨道频率，比如钢
梁，可能引起车轨耦合振动。因此，在设计悬浮控

制器时，不能简单地忽略轨道弹性。

４　弹性轨道下的模型降阶

考虑轨道弹性后，系统模型增加为５阶，系统
变得更加复杂，不便于系统分析，同时也给控制器

的设计和实现带来困难。为此，考虑对弹性轨道

系统模型进行降阶。

由定理１可知，基于Ｈａｎｋｅｌ范数逼近的方法
适用于有理、稳定的系统。由式（５）所描述的模
型看出，本系统为有理系统。由系统的稳定性判

据可知，本系统是不稳定的，因此不能直接采用定

理１进行降阶处理。这里采用定理１所描述的思
路２对本系统进行分析处理。

首先计算式（７）所示弹性轨道系统模型的
Ｈａｎｋｅｌ奇异值为：σ１ ＝００００３２７７２２，σ２ ＝
００００３０８４６５， σ３ ＝ ０．０００１０５１２８， σ４ ＝
０００００９２０７９，σ５＝００００００８０９３。系统模型的
后 两 个 奇 异 值 相 对 较 小，利 用 公 式

Ｐ（ｓ）－Ｐｒ（ｓ）∞≤２（σ１＋σ２＋… ＋σＮ），可以考
虑将模型降为３阶或４阶。模型阶次降为 ｒ（１≤
ｒ≤４）的相对误差见表２。

表２　模型降阶的相对误差
Ｔａｂ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｍｏｄｅｌｒｅｄｕｃｔｉｏｎ

ｒ １ ２ ３ ４

Ｐ１－Ｐｒ ∞
Ｐ１ ∞

１．２８８ ０．６０７ ０．２６９ ０．０２６

从表２可以看出，降阶模型在３阶以下带来
的误差较大，而将模型降为４阶带来的误差约为
３％，故模型可以考虑降为４阶。

根据控制理论相关知识可以判断出，σ５对应
的系统状态为稳定状态，因此舍弃该状态不会影

响系统的稳定性。由定理１，可以将系统降为 ４
阶。模型降为４阶后，传递函数为：

Ｐｒ（ｓ）＝
０．００４０７７ｓ３－０．９８２９ｓ２＋８．９２２ｓ－３４８８
ｓ４＋１０．７７ｓ３＋８５８６ｓ２－３３４１ｓ－９．８０１×１０６

（８）
式（６）基于刚性轨道建立的系统模型 Ｐ０、

式（７）基于弹性轨道建立的系统模型 Ｐ１，及

·８０２·
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式（８）基于弹性轨道建立的系统４阶降阶模型。
三者的波特图见图２。比较 Ｐ０和 Ｐ１可见，二者
系统幅频特性和相频特性差别很大，尤其是在低

频段，Ｐ１有１８０°的相位滞后，这极有可能导致控
制器失效，由此说明基于刚性轨道系统模型设计

的控制器不能使系统有效悬浮；比较 Ｐｒ和 Ｐ１可
见，降阶后的模型 Ｐｒ保留了 Ｐ１在关键频率段的
幅频特性和相频特性，只是在高频段有较大差别。

但是，高频段超出悬浮系统的频率范围，在该频率

段的幅频差异并不影响系统特性，可见系统的４
阶降阶模型是有效的。

图２　Ｐ０、Ｐ１、Ｐｒ的系统波特图比较

Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍＢｏｄｅｄｉａｇｒａｍｆｏｒ
Ｐ０、Ｐ１、Ｐｒ

５　仿真验证

仿真时，采用常见的状态反馈控制，这里分别

针对刚性轨道下的系统模型 Ｐ０和弹性轨道下的
系统降阶模型 Ｐｒ设计反馈控制器。对于 Ｐ０，设
计的控制器的传递函数 Ｈ０（ｓ）＝－９７７２－２９１ｓ；
对于 Ｐｒ设计的控制器的传递函数 Ｈ１（ｓ）＝
－３６００－６０ｓ。令初始悬浮间隙是２０ｍｍ，稳定悬
浮间隙是１０ｍｍ，得到 Ｈ０和 Ｈ１作用下的间隙响
应见图３。

其中，图３（ａ）是Ｈ０控制Ｐ０和Ｐ１的波形，可
以看出Ｈ０用于控制Ｐ０，得到很好的悬浮效果；而
Ｈ０用于控制Ｐ１时，系统性能变差。图３（ｂ）是Ｈ１
用于控制Ｐ０、Ｐ１和Ｐｒ时的间隙变化波形，从图中
可以看出，基于降阶模型设计的控制器，既能使得

刚性轨道系统模型稳定，也能使得弹性轨道系统

模型稳定，且悬浮性能较为一致。

６　结论

为分析轨道弹性对系统性能的影响。本文建

立了刚性轨道系统模型和弹性轨道系统模型，并

（ａ）Ｈ０控制下的间隙响应

（ａ）ＧａｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｂｙＨ０

（ｂ）Ｈ１控制下的间隙响应

（ｂ）ＧａｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｂｙＨ１

图３　起浮过程中的间隙
Ｆｉｇ．３　Ａｉｒｇａｐｄｕｒｉｎｇｔｈｅｌｅｖｉｔａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

根据二者的范数差，指出在某些情况下，不能忽略

轨道弹性的原因。刚性轨道系统模型下的控制算

法不能确保弹性轨道的稳定性，而弹性轨道系统

模型下的控制算法复杂而难以实现。为解决上述

问题，本文提出了对弹性轨道系统模型进行降阶

的方法。采用 Ｈａｎｋｅｌ范数近似法对系统模型进
行降阶处理，利用模型之间的范数差选择合理的

系统阶次，确保降阶模型在关键频段的频谱特性

与原模型一致。最后，分别针对刚性轨道系统模

型和降阶模型设计控制器，仿真结果表明：刚性轨

道系统模型下设计的控制器不能确保弹性轨道系

统模型的良好性能，而基于降阶模型设计的控制

器能确保弹性轨道系统模型的稳定悬浮。由此验

证了模型降阶的有效性。
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