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摘　要：针对传统最小均方误差（ＬｅａｓｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅ，ＬＭＳ）自适应滤波算法由于步长固定，在解决稳态误
差与收敛性之间的关系时，始终处于矛盾状态的问题，在对传统的固定步长ＬＭＳ自适应滤波算法分析的基础
上，根据变步长ＬＭＳ自适应滤波算法的步长调整原则，通过构造步长因子与误差信号的非线性函数，提出了
一种基于正态分布曲线的分段式变步长ＬＭＳ自适应滤波算法，并分析了参数取值对算法性能的影响。针对
实际信号处理过程中参考信号难以选取的问题，提出了一种基于分裂阵的参考信号选取方法。理论和海试

数据分析结果表明：该算法的收敛速度和稳态误差明显优于固定步长的ＬＭＳ自适应滤波算法和基于Ｓｉｇｍｏｉｄ
函数的变步长ＬＭＳ自适应滤波算法。
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　　最小均方误差算法（ＬｅａｓｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅ，ＬＭＳ）
最早是由 Ｗｉｎｄｒｏｗ和 Ｈｏｆｆ提出的，在雷达、声呐
和心电探测［１－３］等领域应用较为广泛。ＬＭＳ算法
可以对权系数进行自适应的调节［４］，但固定步长

的ＬＭＳ算法在收敛速度和稳态误差之间存在矛
盾［５－７］。针对此矛盾，许多学者提出了变步长

ＬＭＳ算法，在初始阶段采用大步长因子加快收敛
速度，收敛后采用小补偿因子降低稳态误差。其

中代表算法有基于Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的变步长ＬＭＳ自
适 应 滤 波 （ＳｉｇｍｏｉｄＶａｒｉａｂｌｅＳｔｅｐ ＬｅａｓｔＭｅａｎ
Ｓｑｕａｒｅ，ＳＶＳＬＭＳ）算法［８－１０］，该算法能同时获得

较快的收敛速度和较小的稳态误差，但其步长因

子在稳态阶段变化太快，导致稳态误差较大。并

且在处理实际的实验数据时，通常会遇到参考信

号难以选取的问题，本文针对上述情况提出一种

基于正态分布曲线的变步长ＬＭＳ自适应算法。

１　变步长ＬＭＳ算法

根据自适应滤波器原理框图，如图 １所示，
ＬＭＳ算法的迭代公式可写为：

ｙ（ｎ）＝ｘＴ（ｎ）Ｗ（ｎ） （１）
ｅ（ｎ）＝ｄ（ｎ）－ｙ（ｎ） （２）

 收稿日期：２０１９－０３－２０
基金项目：国家自然科学基金资助项目（５１１００９２１８）
作者简介：王平波（１９７９—），男，山东五莲人，教授，博士，博士生导师，Ｅｍａｉｌ：ｂｌａｃｋｂｅｒｅｔ＠１６３．ｃｏｍ
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Ｗ（ｎ＋１）＝Ｗ（ｎ）＋２μｅ（ｎ）ｄ（ｎ） （３）
式中：ｘ（ｎ）为ｎ时刻的输入信号矢量；Ｗ（ｎ）为 ｎ
时刻自适应滤波器的权值；ｄ（ｎ）为 ｎ时刻参考信
号；ｅ（ｎ）为 ｎ时刻的误差；μ为算法的步长因子，
决定算法的收敛速度和稳态误差［８］。

图１　自适应滤波器原理框图
Ｆｉｇ．１　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆａｄａｐｔｉｖｅｆｉｌｔｅｒ

图１中的ｖ（ｎ）为干扰信号，信号通过未知系
统时会有叠加部分干扰，引起算法失调。为解决

固定步长 ＬＭＳ算法在收敛速度和稳态误差之间
的矛盾，提出了一系列变步长 ＬＭＳ算法，其中覃
景繁等［１２］提出的基于 Ｓｉｇｍｏｉｄ函数 ＳＶＳＬＭＳ算
法是一种比较经典的算法，其步长因子为

μ（ｎ）＝β １
１＋ｅｘｐ（－αｅ（ｎ））

－０．[ ]５ （４）

式中，α和β为控制函数的陡峭程度和取值范围。
由式（４）可得，当 μ＞β／２并且０＜μ＜１／λｍａｘ

时，算法收敛。与固定步长 ＬＭＳ算法相比，ＳＶＳ
ＬＭＳ算法的步长因子 μ随着误差 ｅ（ｎ）的减小而
减小，因此在初始阶段收敛速度较快，当收敛后

μ（ｎ）达到最小，约等于０。但如图２、图３所示，
步长因子函数底部较为尖锐，在算法收敛阶段，

μ（ｎ）变化较快，会导致稳态误差变大，且计算量
较大。

图２　β取值对误差变化的影响
Ｆｉｇ．２　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｖａｌｕｅｏｆβｏｎｔｈｅｅｒｒｏｒｖａｒｉａｔｉｏｎ

２　本文算法

基于变步长ＬＭＳ的设计原则，提出一种基于

图３　α取值对误差变化的影响
Ｆｉｇ．３　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｖａｌｕｅｏｆαｏｎｔｈｅｅｒｒｏｒｖａｒｉａｔｉｏｎ

正态分布曲线的变步长ＬＭＳ算法。如图４所示，
相比于Ｓｉｇｍｏｉｄ函数，正态分布曲线顶部较为平
滑，且具有较快的上升和下降速度。正态分布的

概率密度函数为

ｙ＝ １
２槡πσ
ｅｘｐ －ｘ

２

２σ( )２ （５）

对式（５）作进一步变换，并引入ａ、ｂ、ｃ三个控
制参数得

μ（ｎ）＝ｃ［１－ｅｘｐ（－ａ ｅ（ｎ）ｂ）］ （６）

图４　正态分布曲线
Ｆｉｇ．４　Ｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅ

２．１　参数ａ对算法的影响

图５为当 ｂ＝２且 ｃ＝１，ａ的值为 １、２、３、４
时，步长因子随误差的变化曲线。从图中可以看

出，当误差较大时，步长因子较大，收敛速度较快；

在稳态阶段，步长因子变化较为平缓，有利于减小

稳态误差。同时，当 ａ变大时，曲线变陡，收敛速
度变快，即ａ控制了算法收敛速度。

２．２　参数ｂ对算法的影响

图６为当 ａ＝１且 ｃ＝１，ｂ的值为 ２、３、４、５
时，步长因子随误差的变化曲线。从图中可以看

出，ｂ增大时，函数底部变化较为平缓，即步长因

·７１·
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子变化越平缓，算法的稳态误差越小，因此ｂ控制
了算法的稳态误差。

图５　ａ的取值对误差变化的影响
Ｆｉｇ．５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｖａｌｕｅｏｆａｏｎｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒ

图６　ｂ的取值对误差变化的影响
Ｆｉｇ．６　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｂｏｎｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒ

２．３　参数ｃ对算法的影响

图７为当 ａ＝１且 ｂ＝２，ｃ的值为 １、２、３、４
时，步长因子随误差的变化曲线。从图７中可以
看出，ｃ增大时，函数的最大值增大，算法的收敛
速度变快，即 ｃ控制了算法的收敛速度。但 ｃ的
取值不能无限大，它受算法的收敛条件影响。由

ＬＭＳ算法的收敛条件可知
０＜μ＜１／λｍａｘ （７）

图７　ｃ的取值对误差变化的影响
Ｆｉｇ．７　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｃｏｎｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒ

当ｅ（ｎ）→∞时，μ（ｎ）≈ｃ，则ｃ的取值范围为
０＜ｃ＜１／λｍａｘ （８）

综上分析可得，在处理信号时，应根据实际情

况选择合适的参数，以获得较快的收敛速度和较

小的稳态误差。

３　计算机仿真及海试数据验证

３．１　计算机仿真

仿真中，输入信号为高斯白噪声加单频正弦

信号，均值为０，方差为１，信号位于第１０００个采
样点处，信噪比为０ｄＢ，参考信号是均值为０、方
差为１的高斯白噪声，每次仿真均进行２００次蒙
特卡洛仿真。未知系统的权系数为 ［０７０，
０４２］，在第５００个采样点处未知系统发生时变，
权系数突变为［０３１，０２５］。

图８为三种算法的均方误差图。其中，每种
算法的步长因子及参数都经过大量的仿真实验确

定，固定步长ＬＭＳ滤波算法的步长因子μ＝００１，
ＳＶＳＬＭＳ算法的参数 α＝００５，β＝００５，本文提
出的算法 ａ＝５，ｂ＝１，ｃ＝０１２。从图中可以看
出，在算法的收敛速度上本文算法优于 ＳＶＳＬＭＳ
算法及ＬＭＳ算法；当未知系统突变时，本文算法
性能最优，ＳＶＳＬＭＳ算法次之，ＬＭＳ算法最差。

图８　三种算法的权系数收敛曲线
Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ′ｓ

ｗｅｉｇｈｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

图９为固定步长 ＬＭＳ算法、ＳＶＳＬＭＳ算法、
本文算法的均方误差图。从图中可以看出，基于

正态分布曲线的算法的稳态误差最小，ＳＶＳＬＭＳ
算法较大，固定步长 ＬＭＳ算法的稳态误差最大。
这是因为本文所提算法的步长因子曲线在误差较

小时非常平缓，并且较小，所以稳态误差较小，而

固定步长ＬＭＳ算法由于步长固定且较大，所以稳
态误差较大。当输入信号发生变化时，这几种算

法的稳态误差大小排序与未发生变化时一样，本

·８１·
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图９　三种算法的均方误差曲线
Ｆｉｇ．９　Ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

文算法的稳态误差依然最小，固定步长ＬＭＳ算法
的稳态误差最大。

图１０为固定步长ＬＭＳ算法、ＳＶＳＬＭＳ算法和
本文基于正态分布曲线的变步长ＬＭＳ算法均方误
差的对数表示图。从图中可以看出，固定步长ＬＭＳ
算法所能达到的均方误差最小，精度最高，本文提

出的算法次之，ＳＶＳＬＭＳ算法的精度最低。

图１０　三种算法权系数收敛曲线
Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ′

ｗｅｉｇｈｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

综上，本文提出的基于正态分布曲线的变步

长ＬＭＳ算法在收敛速度、稳态误差和跟踪能力方
面的性能较好，但由于变步长 ＬＭＳ算法的限制，
当算法收敛后，为保证算法具有较小的稳态误差，

步长因子通常会选择较小的值，因而靠向维纳解

的速度较慢，能达到的最小均方误差较固定步长

ＬＭＳ算法较大，精度较低。针对此问题，对本文
提出的算法做进一步改进。

考虑到固定步长 ＬＭＳ算法所能达到的精度
最高，将本文提出的基于正态分布曲线的变步长

ＬＭＳ算法与固定步长ＬＭＳ算法结合起来，提出一
种基于正态分布曲线的分段式变步长ＬＭＳ算法，

算法表达式如下：

μ（ｎ）＝
ｃ［１－ｅｘｐ（－ａ ｅ（ｎ）ｂ）］ ｅ（ｎ） ＞ｅｐｓ
ｃ ｅ（ｎ）≤{ ｅｐｓ

（９）
式中，ｅｐｓ代表算法达到的精度，即均方误差的大
小。本文中设置的算法精度界限为０００１，当算
法均方误差大于ｅｐｓ时，采用变步长的ＬＭＳ算法，
在算法之初采用较大步长因子使算法快速收敛，

当算法收敛后采用较小的步长因子以减小稳态误

差，当算法的均方误差达到 ｅｐｓ时，采用较大固定
步长因子以更快地靠向维纳解，获得更高精度。

图１１为固定步长 ＬＭＳ算法、本文算法和改
进后的分段式变步长ＬＭＳ算法的权系数收敛图，
由图可知，本文算法和改进算法的收敛速度最快，

固定步长ＬＭＳ算法的收敛速度最慢。

图１１　三种算法权系数收敛曲线
Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ′

ｗｅｉｇｈｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

图１２为固定步长 ＬＭＳ算法、本文算法和改
进的分段式变步长算法的均方误差图，从图中可

以看出，本文算法和改进的分段式变步长算法的

稳态误差最小，曲线基本重合，固定步长 ＬＭＳ算
法的稳态误差最大。

图１２　三种算法均方误差曲线
Ｆｉｇ．１２　Ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

·９１·
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图１３为固定步长 ＬＭＳ算法、本文算法和改
进算法的均方误差对数表示图，从图中可以看出，

改进算法达到的均方误差最小，精度最高。

图１３　三种算法均方误差曲线
Ｆｉｇ．１３　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ′

ｗｅｉｇｈｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

综上分析可知：基于正态分布曲线的分段式

变步长ＬＭＳ算法在保证收敛速度、稳态误差和跟
踪能力性能的同时使最小均方误差最小，即精度

最高。仿真结果与理论分析结果相一致，证明本

文算法性能较好。下面通过海试数据对三种算法

做进一步的比较。

３．２　海试数据验证

３．２．１　参考信号的选取
在实际信号处理应用中，ＬＭＳ算法中的参考

信号往往难以获取。李根［１１］根据各波束间混响

是相关的，从而将相邻波束作为参考信号以达到

消除混响的目的，但经过研究发现此方法存在两

点不足：首先，混响在空间上的相关性不强，从而

将相邻波束作为参考信号这一方法来滤除混响的

能力有限；其次，由于波束主瓣宽度限制，信号可

能会存在于多个波束内，导致信号也可能被当作

参考信号被抵消掉。

考虑到此问题，本文提出一种产生参考信号

的方法。如图１４所示，将８０元均匀拖线阵分为
等长的４个子阵，每个子阵７７个阵元，各子阵间
有一部分的重叠。

如图１５所示，当信号为单频信号时，分别将
２号和 ４号子阵输出的波束域数据进行相位补
偿，使两子阵的输出信号相位对齐，然后进行倒相

处理，分别与１号子阵和４号子阵相加，这样就可
以剔除信号，得到纯混响数据 ｄ１和 ｄ２，分别作为
１号、２号和３号、４号子阵的参考信号。

图１４　子阵划分示意图
Ｆｉｇ．１４　Ｓｕｂａｒｒａｙｐａｒｔｉｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

这样选取参考信号的依据是：当存在目标回

波信号时，由于分裂波束中的目标回波信号经过

相位补偿后已经对齐，因此倒相相加后可去除回

波信号得到纯的混响干扰作为参考信号。

图１５　参考信号选取示意图
Ｆｉｇ．１５　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｉｇｎａｌｓｅｌｅｃｔｉｏｎ

图１６　常规波束形成
Ｆｉｇ．１６　Ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｂｅａｍｆｏｒｍｉｎｇ

３．２．２　ＬＭＳ算法的海试数据处理
下面通过海试数据比较几种 ＬＭＳ算法的性

能，其中信号为 ＣＷ信号，位于６６°方向，信号位
于７～８ｋｍ处。现定义“局部信干比”这一概念：
假设信号位于 θ０，距离 Ｌｋｍ处，则在距离－方位
图中以信号为中心画一矩形框，如图１６所示，以
信号的功率除以矩形框内干扰的平均功率并将其

转化为ｄＢ数作为此方法的输出信干比（Ｓｉｇｎａｌｔｏ
ＩｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅＲａｔｉｏ，ＳＩＲ），下面的局部信干比计算
采用的矩形框为：距离为１～８ｋｍ，方位为４０°～
１３０°。其计算公式为

ＳＩＲ＝１０ｌｇ（ＰＳ／ＰＩ） （１０）

·０２·
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式中，ＰＳ为信号的功率，ＰＩ为干扰的平均功率。
图１６为常规波束形成算法得到的输出结果，

由图可知，混响区能量较强，此时局部信干比为

５０ｄＢ。
图１７为 ＬＭＳ算法滤波后的结果，从图中可

以看出，混响区能量部分被抑制，但抑制效果不明

显，此时的局部信干比为８１ｄＢ，相比于滤波前，
信干比提高了大约３ｄＢ。

图１７　ＬＭＳ算法滤波结果
Ｆｉｇ．１７　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＬＭＳｆｉｌｔｅｒｉｎｇ

图１８为 ＳＶＳＬＭＳ算法滤波后的结果，从图
中可知，混响区大部分能量被抑制，但局部能量依

然较强，此时的局部信干比为９３ｄＢ。

图１８　ＳＶＳＬＭＳ算法滤波结果
Ｆｉｇ．１８　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＳＶＳＬＭＳｆｉｌｔｅｒｉｎｇ

图１９为基于正态分布曲线的变步长 ＬＭＳ算
法滤波后结果，此时局部信干比为１０３ｄＢ。

图２０为改进后的算法滤波结果，混响抑制效
果较好，此时的局部信干比为１０５ｄＢ。

表１为几种ＬＭＳ算法输出 ＳＩＲ的比较，综上
分析可知：本文提出的两种自适应ＬＭＳ算法的滤
波效果比较明显，可以滤除大部分的混响，相比于

常规的ＬＭＳ算法，本文所提算法的局部信干比提
高了大约２４ｄＢ。

图１９　基于正态分布曲线的算法滤波结果
Ｆｉｇ．１９　Ｆｉｌｔｅｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎ

ｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅ

图２０　基于正态分布曲线的分段式
变步长ＬＭＳ算法滤波结果

Ｆｉｇ．２０　Ｆｉｌｔｅｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｉｅｃｅｗｉｓｅｖａｒｉａｂｌｅｓｔｅｐ
ｓｉｚｅＬＭＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｃｕｒｖｅａｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ

表１　几种ＬＭＳ算法输出ＳＩＲ的比较
Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｏｕｔｐｕｔＳＩＲｏｆｓｅｖｅｒａｌＬＭＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ＬＭＳ算法 输出ＳＩＲ／ｄＢ

常规波束形成算法 ５．０

常规ＬＭＳ算法 ８．１

ＳＶＳＬＭＳ算法 ９．３

基于正态分布曲线的

变步长ＬＭＳ算法
１０．３

基于正态分布曲线的

分段式变步长ＬＭＳ算法
１０．５

通过计算机仿真和海试数据的处理结果可以

看出，本文所提算法在收敛速度、跟踪性能和稳态

误差等方面具有较大的优势，综合性能明显优于

其他两种方法。

·１２·
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４　结论

本文通过研究固定步长的 ＬＭＳ算法在收敛
速度和稳态误差方面的矛盾引出了变步长 ＬＭＳ
算法，在深入分析其步长因子的调整原则后，提出

一种基于正态分布曲线的分段式变步长 ＬＭＳ算
法，并且在实际信号处理过程中提出一种参考信

号选取方法。通过计算机仿真和海试数据验证，

结果表明，该算法相比其他算法具有较快的收敛

速度和较小的稳态误差。
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