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频域加权 ＬＱＲ控制器改进设计
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摘　要：基于线性二次型调节器 （ＬｉｎｅａｒＱｕａｄｒａｔｉｃＲｅｇｕｌａｔｏｒ，ＬＱＲ）控制方法，设计一种频域加权ＬＱＲ控
制器；通过对其常用滤波器进行改进，提出一种新型滤波器设计思路。当振源频率低于执行器下限响应频

率，导致执行器输出减小时，通过改变滤波器参数、增大低频部分权重及控制力，可提高低于执行器响应下限

频段的控制性能。仿真结果表明，频域加权的方法可以提升ＬＱＲ控制器在特定频域下的控制性能；基于新型
滤波器的改进频域加权ＬＱＲ控制器与未改进前相比，下限响应频率之外的控制性能得到进一步提升。
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　　在船舶隔振领域，为了抑制设备振动向船体
传递，通常在设备与船体间安装各种类型的隔振

装置，以降低振源传递到船体或其他隔振对象的

振动［１－２］。这些传统隔振装置对于高频振动的隔

离效果较好，但对低频段振动的抑制作用有限，而

且船舶隔振普遍存在低频部分振动量级较大的

问题。

振动主动控制技术可以使隔振系统较好地适

应外界激励的变化，而且对低频振动抑制效果显

著［３－４］，是当前振动控制领域的研究重点。振动

主动控制的实现方法有多种［５－６］，其中，基于线性

二次型调节器（ＬｉｎｅａｒＱｕａｄｒａｔｉｃＲｅｇｕｌａｔｏｒ，ＬＱＲ）
的方法是较为成熟的振动主动控制方法之一［７］，

该方法通过对某些性能指标进行加权的方式，达

到对某个特定频段的振动进行重点控制的目

的［８］。黄兴惠等［９］在车辆悬架系统中采用了

ＬＱＲ方法，针对人体较为敏感频率范围内的振动
实施了控制，取得了较好效果。王檑等［８］以卫星

隔振平台为研究对象，设计了一种频域加权 ＬＱＲ
控制器，通过对某些振动量级较大的频段进行加

权，降低了卫星在该频段内的振动，且在其他频段

没有恶化。受上述研究启发，本文在频域加权

ＬＱＲ控制器基础上，通过对ＬＱＲ控制器滤波器的
改进，提出了一种新型滤波器设计方法，其通过增

大低频部分权重来增加低频控制力，进而提高振

动控制效果。
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１　隔振系统数学模型

基于电磁式准零刚度隔振器设计一个单层隔

振系统，主动控制力作用于被隔振质量及基础之

间，该隔振系统集中参数模型如图１所示。其中，
电磁式准零刚度隔振器的刚度可以随着电流的变

化而改变。

图１　隔振系统集中参数模型
Ｆｉｇ．１　Ｌｕｍｐｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｍｏｄｅｌｏｆ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｓｏｌａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

１．１　标准ＬＱＲ控制器设计

根据力学原理，模型运动微分方程为：

ｍ̈ｚ＋ｃｚ＋ｋｚ＝ｆ－ｕ （１）
式中：ｚ为垂向振动位移；ｍ为系统总质量；ｃ为系
统阻尼系数；ｋ为准零刚度隔振器线圈通电后的
系统刚度；ｕ为执行器产生的控制力；ｆ为作用在
系统上的扰动力。

选取状态变量为 Ｘ（ｔ）＝［ｚ（ｔ） ｚ（ｔ）］Ｔ，将
方程（１）改写为状态方程形式：

Ｘ＝ＡＸ＋ＢＵ＋ＣＦ （２）

式中，Ａ＝
０ １

－ｋｍ －ｃ






ｍ
，Ｂ＝

０

－１






ｍ
，Ｃ＝

０
１







ｍ
。

为了利用较低的成本，即较小的控制力 ｕ，使
原系统达到较好的性能指标，即受扰后的状态变

量Ｘ（ｔ）变化尽可能小，于是以控制力和状态变量
的二次型函数的积分作为性能指标：

Ｊ＝１２∫
∞

０
（ＸＴＱＸ＋ＵＴＲＵ）ｄｔ （３）

式中，Ｑ和 Ｒ均为权矩阵，这里 Ｑ＝α
ｋ ０
０[ ]ｍ，

Ｒ＝β［１］（α、β是可调系数）。最优控制的目标就
是求解最优控制力Ｕ，使其性能指标达到最小。

设控制力增益为 Ｋｅ，则根据标准 ＬＱＲ控制

器设计原则，最优控制力为如下形式［７］：

Ｕ＝－ＫｅＸ＝－Ｒ
－１ＢＴＰＸ （４）

式中，Ｐ为如下Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解：
ＰＡ＋ＡＴＰ－ＰＢＲ－１ＢＴＰ＋Ｑ＝０ （５）

１．２　频域加权ＬＱＲ控制器设计

根据Ｐａｒｓｅｖａｌ定理［１０］，将性能指标（３）改写
为频域内的指标：

Ｊ＾＝ １２π∫
∞

－∞
［Ｘ（ｊω）Ｑ（ｊω）Ｘ（ｊω）＋

Ｕ（ｊω）Ｒ（ｊω）Ｕ（ｊω）］ｄω （６）
频域内加权相当于修改了对应频率下的状态

变量权重。设定频域内的权系数矩阵和状态变量

为如下形式：

Ｑ（ｊω）＝Ｗ（ｊω）Ｗ（ｊω） （７）
Ｘｆ＝Ｗ（ｊω）Ｘ （８）

利用直接分解法，方程（８）可写成状态方程
形式：

Ｚ·ｆ＝ＡｆＺ＋ＢｆＸ

Ｘｆ＝ＤｆＺ{
ｆ

（９）

其中，Ａｆ、Ｂｆ和Ｄｆ是状态方程的系数矩阵。
对于新增状态变量 Ｚｆ，可将其与原状态变量

Ｘ组合得到增广系统状态变量珚Ｘ＝［Ｘ Ｚｆ］Ｔ。增
广系统状态方程为：

珚Ｘ
·
＝珚Ａ珚Ｘ＋珚ＢＵ＋珚ＣＦ
珔Ｙ＝珚Ｄ珚{ Ｘ

（１０）

式中，珚Ａ＝
Ａ ０２×２
Δ２×２ Ａ[ ]

ｆ

，珚Ｂ＝
Ｂ
０[ ]
２×１
，珚Ｃ＝

Ｃ
０[ ]
２×１
，

珚Ｄ＝
Ｉ ０２×２
０２×２ Ｄ[ ]

ｆ

，Δ２×２＝
０ ０[ ]０ １

，珔Ｙ＝
Ｘ
Ｘ[ ]
ｆ
。

将方程（７）和方程（８）代入方程（６），得到如
下形式：

　　　 珋Ｊ＝ １２π∫
∞

－∞
［Ｘｆ（ｊω）Ｘｆ（ｊω）＋

Ｕ（ｊω）Ｒ（ｊω）Ｕ（ｊω）］ｄω （１１）
结合方程（６）和方程（１１）并根据 Ｐａｒｓｅｖａｌ定

理可得增广系统时域内的性能指标为：

Ｊ
～
＝１２∫

∞

０
（珚ＸＴ珚ＤＴＱ!珚Ｄ珚Ｘ＋ＵＴＲ!Ｕ）ｄｔ（１２）

式中，Ｑ! ＝
Ｑ ０２×２
０２×２ Ｉ[ ]

２×２

，Ｒ! ＝２Ｒ。

从上述推导过程可以看出，频域加权的实质

是将原有的状态方程扩充为新的增广系统状态方

程，矩阵的维度发生了变化。这一变化作用在特

定的频域上，从而达到对特定频域控制性能改善

的目的。基于改变后的增广系统状态方程，再次

采用ＬＱＲ求解最优控制力的方法离线求解新的
增广系统状态方程下的最优控制力，方法和形式

与方程（４）和方程（５）相同，不再赘述。

·０２·
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１．３　滤波器设计

方程（８）中的滤波器通常采用具有式（１３）所
示形式的带通滤波器。

Ｇ（ｓ）＝
ｐξω０ｓ

ｓ２＋ξω０ｓ＋ω
２
０

（１３）

式中：ω０为中心频率；ξ为决定带宽的因子；ｐ为
设计常数。

将标准的时域ＬＱＲ控制器转换到频域，通过
改变特定频率下的权重，可以改善对应频率下的

振动控制效果。但是，当振源频率低于执行器的

下限响应频率时，频域加权控制器由于没有覆盖

边界外的频率，导致执行器输出力减小，控制效果

变差。此时通过改变滤波器结构，可以达到增大

低频部分权重，从而产生类似执行器输出补偿的

效果，即增加执行器低频输出力性能。

本文对照高通、低通和带通滤波器结构，在原

有频域加权滤波器的基础上进行了改进设计，通

过引入待定参数，设计了一种新型滤波器，只需根

据一定条件确定表达式中的待定参数，即可让改

进后的滤波器在作用于特定频率的带通滤波器和

作用于低频的低通滤波器之间转换。改进后的滤

波器传递函数为：

Ｇ（ｓ）＝
（２－ｐ）ξω０ｓ＋（５００ｐ＋ω０）

２

ｓ２＋（ｐ＋ξ）ω０ｓ＋ω
２
０

（１４）

式中，参数ｐ＝０或者 ｐ＝２。当振源频率大于执
行器下限响应频率时，ｐ＝０，此时设计的滤波器与
通常的滤波器效果相同；当振源频率小于执行器

下限频率时，ｐ＝２，此时设计的滤波器增大了低频
部分权重。

２　数值仿真分析

现采用如图１所示的隔振系统模型仿真验证
上述各种情况下的振动控制效果。假设执行器的

频率下限为０５Ｈｚ，仿真分析过程中的选取参数
见表１。

表１　仿真参数设置
Ｔａｂ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｔｔｉｎｇ

参数 值 参数 值

ｍ／ｋｇ ７５ ξ ０．１

ｃ／（Ｎ·ｓ／ｍ） １０ ｐ ０或２

ｋ／（Ｎ／ｍ） ７０００ α １

ω０／（ｒａｄ／ｓ） π β ０．００１

２．１　滤波器对比

当参数ｐ改变时，设计的滤波器可以在类似
带通的滤波器和针对低频隔振执行器输出补偿的

滤波器之间切换。切换前后滤波器的幅频特性如

图２所示。

（ａ）切换前滤波器幅频特性
（ａ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｆｉｌｔｅｒ

ｂｅｆｏｒｅｓｗｉｔｃｈｉｎｇ

（ｂ）切换后滤波器幅频特性
（ｂ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｆｉｌｔｅｒ

ａｆｔｅｒｓｗｉｔｃｈｉｎｇ

图２　滤波器幅频特性对比
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｌｔｅｒａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

从图２看出，切换前设计的滤波器幅频特性
与带通滤波器幅频特性类似，０５Ｈｚ附近权重
大；切换后的滤波器幅频特性表现为类似低通滤

波器的特性，且低频部分整体权重均有所增加。

这样的设计可以在执行器响应下限频率被突破

后，显著增大相应的控制力，进而产生类似输出补

偿的效果。

２．２　频域加权控制效果

当振源频率大于执行器下限频率时，参数ｐ＝
０，此时滤波器可以看成带通滤波器。这时对采用
带通滤波器构造的ＬＱＲ控制器进行研究，并将其
性能与标准ＬＱＲ控制器进行对比，以分析频域加
权的影响。仿真结果如图３所示。

·１２·
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（ａ）加速度传递率
（ａ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｔｒａｎｓｆｅｒｒａｔｅ

（ｂ）振幅位移
（ｂ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

（ｃ）加速度幅值
（ｃ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ

（ｄ）控制力
（ｄ）Ｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｃｅ

（ｅ）加速度功率谱密度
（ｅ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｙ

图３　频域加权后的控制效果
Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｈａｐｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌ

　　从图３可以看出，频域加权后的 ＬＱＲ控制器
性能 更 好。具 体 来 看，被 隔 振 物 体 位 移

（图３（ｂ））、加速度（图３（ｃ））以及加速度功率谱
密度（图３（ｅ））结果中，重构后的时域 ＬＱＲ控制
器相比标准ＬＱＲ控制器，幅值均有所减小。通过
图３（ｄ）可以看出，实现这一效果的原因是增大了
控制力，即重构后的ＬＱＲ控制器相比标准的ＬＱＲ
控制器权重系数发生了改变，使控制力增大，从而

得到较好的控制效果。量化后的加速度均方根值

结果见表２。

表２　频域加权控制下加速度均方根值对比
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｖａｌｕｅｏｆａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

ｕｎｄｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｗｅｉｇｈｔｅｄｃｏｎｔｒｏｌ

类型 被动 标准ＬＱＲ 频域加权ＬＱＲ

数值／（ｍ／ｓ２） ０．３２９２ ０．１４８１ ０．１２６３

降幅／％ ５５．０１ ６１．６３

２．３　低频补偿控制效果

当振源频率小于执行器下限频率时，ｐ＝２，此
时滤波器切换为类似的低通滤波器，低频部分权

重显著增加。对切换后的ＬＱＲ控制器进行研究，
将其性能与切换前ＬＱＲ控制器进行对比，以分析
改进后的 ＬＱＲ控制器性能。仿真结果如图 ４
所示。

从图４可以看出，滤波器切换后的ＬＱＲ控制
器相比标准ＬＱＲ控制器以及切换前的 ＬＱＲ控制
器性能更好。承载质量位移（图４（ｂ））、加速度
（图４（ｃ））和加速度功率谱密度（图４（ｅ））结果
中，滤波器切换后的ＬＱＲ控制器各项性能幅值均

·２２·
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（ａ）加速度传递率
（ａ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｔｒａｎｓｆｅｒｒａｔｅ

（ｂ）振幅位移
（ｂ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

（ｃ）加速度幅值
（ｃ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ

（ｄ）控制力
（ｄ）Ｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｃｅ

（ｅ）加速度功率谱密度
（ｅ）Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｙ

图４　滤波器切换后的控制效果
Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｆｉｌｔｅｒｓｗｉｔｃｈｉｎｇ

有所减小。进一步通过图４（ｄ）看出，上述效果的
实现原因同样是增大了控制力，即滤波器切换后

的ＬＱＲ控制器相比滤波器切换前的 ＬＱＲ控制器
权重系数发生了改变，控制力进一步增大，从而得

到更好的控制效果。量化的加速度均方根值结果

见表３。

表３　低频补偿控制下加速度均方根值对比
Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｖａｌｕｅｏｆ
ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ

ｗｅｉｇｈｔｅｄｃｏｎｔｒｏｌｗｉｔｈａｎｅｗｆｉｌｔｅｒ

类型 标准ＬＱＲ 频域加权ＬＱＲ 改进ＬＱＲ

数值／（ｍ／ｓ２） ０．１６２２ ０．１４９６ ０．１４１４

降幅／％ ７．７７ １２．８２

３　结论

在频域加权 ＬＱＲ控制器的基础上，对其常用
滤波器进行了改进设计，提出了一种基于新型滤

波器的频域加权 ＬＱＲ控制器，该滤波器可根据振
源频率切换滤波器类型，以达到提高低频振动控

制效果的目的。在此基础上，通过数值仿真得出

结论如下：

１）频域加权通过构造新的系统状态方程并
调整权重系数从而改变控制器性能。频域加权得

到一个增广系统，其状态变量的权重系数改变可

以提高ＬＱＲ控制器性能。
２）通过构造新的滤波器，增大了低频部分权

重，进一步增大了控制力，进而提高了执行器下限

响应频率之外的控制性能。
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