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摘　要：层向理论是由Ｒｅｄｄｙ提出来的一种用于精确分析复合材料层合结构的三维板壳分析理论。由于
不引入任何的变形和应力假设条件，因此相较于传统的等效单层板理论，层向理论在分析大厚度复合材料层

合板壳结构的静动态响应及其局部层间效应时具有较大的优势。系统地综述了层向理论近年来的研究进

展、数值解法及其应用情况。具体包括：层向理论的基本原理及发展现状、基于层向理论的有限元方法及改

进模型、层向理论在复合材料层合结构静动态响应及含损伤问题领域的应用等。并对该理论可进一步拓展

的研究方向进行了展望。
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　　先进复合材料，相较于传统的金属材料，具有
比强度高、比模量高、耐腐蚀、抗疲劳以及可设计

性强等优点。在航空航天领域，飞机的主承力结

构件已开始大量采用复合材料层合结构，其用量

已成为衡量现代飞机先进性的重要指标之一。然

而，一方面，由于飞机主承力构件中复合材料用量

的增加，急需高精度的层间局部响应结果；另一方

面，随着复合材料层合结构设计水平和整体成型

工艺的不断提高，整体加筋复合材料层合结构、先

进格栅增强层合结构及空间点阵复合材料层合结

构的出现也对现有的复合材料层合板壳分析理论

提出了严峻的挑战［１］。因此，复合材料层合板壳

结构及其复杂整体成型结构的高精度板壳分析理

论成为学者们研究的热点问题之一。

传统的板壳分析方法大多基于等效单层板

（ＥｑｕｉｖａｌｅｎｔＳｉｎｇｌｅＬａｙｅｒ，ＥＳＬ）理论。ＥＳＬ理论通
过对板壳结构沿厚度方向的变形特征进行适当的

假设，将三维弹性理论转为二维问题进行分析处

理。ＥＳＬ理论主要有经典层合板理论（Ｃｌａｓｓｉｃａｌ
ＬａｍｉｎａｔｅｄＴｈｅｏｒｙ，ＣＬＴ）、一阶剪切变形理论
（ＦｉｒｓｔｏｒｄｅｒＳｈｅａｒＤｅｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｉｅｓ，ＦＳＤＴ）以
及高 阶 剪 切 变 形 理 论 （ＨｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒＳｈｅａｒ
ＤｅｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｉｅｓ，ＨＳＤＴ）。ＥＳＬ理论的位移场
可统一简化表示［２］为：

ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｕ
ｉ
０（ｘ，ｙ，ｔ）＋∑

Ｎ

ｊ＝１
（ｚ）ｊφｊｉ（ｘ，ｙ，ｔ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ
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其中：ｕｉ表示面内位移分量，ｉ＝１，２；ｕ
ｉ
０表示板壳

结构中性面处的面内位移分量；ｗ表示横向位移
分量；ｗ０表示中性面处的横向位移分量；（ｘ，ｙ）为
面内坐标，ｚ为厚度方向坐标；ｔ为时间变量；Ｎ为
用于模拟面内位移的插值函数的数量。

传统的等效单层板理论在薄板假设的基础上

忽略了体积力的影响，是工程上一种应用广泛的

层合板壳结构分析理论。其具有计算简便和未知

量少等优点，对于薄板的力学问题往往能够较好

地得到整体变形、临界屈曲载荷和固有振动频率

等宏观响应结果。然而，随着对复合材料层合结

构分析精度要求的日益提高，等效单层板理论已

不能完全满足复合材料层合结构的工程需求，尤

其是其在分析大厚度层合板及其局部的层间剪切

效应时所带来的误差是不可接受的。例如，图１
所示为复合材料层合结构相邻两层之间的层向横

向应力示意图，根据力的平衡原理，层间横向应力

分量在相邻的两层之间应满足连续性要求，即

（σｘｚ，σｙｚ，σｚｚ）
ｋ＝（σｘｚ，σｙｚ，σｚｚ）

ｋ＋１。等效单层板

理论中的位移假设模式是厚度坐标的连续函数，

这使得其横向应变分量沿厚度坐标也是连续的，

在相邻两层材料刚度不同的情况下，导致横向应

力分量具有不连续性，即（σｘｚ，σｙｚ，σｚｚ）
ｋ≠（σｘｚ，

σｙｚ，σｚｚ）
ｋ＋１，与层间横向应力的连续性相矛盾。

因此对于较厚的复合材料层合结构及其局部损伤

问题，不但无法满足精度要求，甚至会导致错误结

果。为此，Ｒｅｄｄｙ将层合结构离散为若干个独立
的数值层，并单独模拟每个数值层内的位移场，然

后再利用层间的位移协调来建立整个层合结构的

位移场假设模式，该建模思想即为层向理论

（ｌａｙｅｒｗｉｓｅｔｈｅｏｒｉｅｓ）。相较于等效单层板理论，层
向理论的位移场沿层合结构的厚度方向呈 Ｃ０连
续性，即层向理论沿厚度方向仅位移是连续的，而

应变（位移的一阶导数）在层间界面处是不连续

的，从而保证了横向应力在层间界面处的连续性，

而且层向理论的位移假设模式还能够准确反映截

面的横向翘曲。

回溯层向理论的研究历史，Ｒｅｄｄｙ等最早
提出了一种针对厚板结构的基于位移的广义

层合板理论（ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂａｓｅｄｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅ
ｔｈｅｏｒｙ）［３－５］。近二十几年来，研究人员将 Ｒｅｄｄｙ
的层向理论广泛应用于复合材料层合结构、压电

复合材料层合结构以及功能梯度层合结构的静动

力学分析中，并且不断地对层向理论进行改进和

优化。目前，已有相关的书籍［２，６－９］系统地介绍了

层向理论的基本原理及其数值分析方法，并且关

图１　层合板层间横向应力平衡［２］

Ｆｉｇ．１　Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆｉｎｔｅｒｌａｍｉｎａｒｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｓｔｒｅｓｓｅｓ

ｂｅｔｗｅｅｎｌａｍｉｎａｔｅｓ［２］

于层合板壳理论的综述性文献［１０－１９］对层向
理论也有所提及。然而文献调研发现，近年来还

没有综述文献系统地介绍层向理论的最近发展及

应用。为此，本文深入调查和研究了近年来层向

理论的相关文献，系统性地介绍了层向理论的基

本原理、发展情况、数值解法及应用现状，最后展

望了层向理论的研究趋势和工程应用前景。

１　层向理论的基本原理及发展

迄今为止，许多学者们都基于层向理论的基

本思想建立了相应的层向理论。例如：Ｃａｒｒｅｒａ的
统一理论（ｕｎｉｆｉｅｄｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ）［２０］、Ｆｅｒｒｅｉｒａ的层向
一阶剪切理论［２１］以及 Ｒｅｄｄｙ的层向理论［２２］。其

中，最早提出的是Ｒｅｄｄｙ的层向理论，其发展最为
成熟，应用也最为广泛。因此，着重介绍Ｒｅｄｄｙ的
层向理论。通过将厚度方向上的插值节点分别布

置于层合结构的层间界面以及上、下表面处，

Ｒｅｄｄｙ的层向理论的一般形式［２］为：

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝∑
Ｎ＋１

ｋ＝１
ｕｋ（ｘ，ｙ，ｔ）φｋ（ｚ）

ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝∑
Ｎ＋１

ｋ＝１
ｖｋ（ｘ，ｙ，ｔ）φｋ（ｚ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝∑
Ｎ＋１

ｋ＝１
ｗｋ（ｘ，ｙ，ｔ）φｋ（ｚ













）

（２）

其中：（ｕ，ｖ，ｗ）分别表示结构沿（ｘ，ｙ，ｚ）方向的位
移分量；（ｕｋ，ｖｋ，ｗｋ）为结构厚度方向上第 ｋ个插
值节点处的位移分量；ｔ为时间变量；Ｎ为层合结
构中数值层的个数，因此厚度方向上含有 Ｎ＋１
个插值节点，如图２所示；φｋ为厚度方向上的一
维拉格朗日插值函数。

根据是否对横向位移进行层向离散，Ｒｅｄｄｙ
的层向理论可分为部分层向理论（ｐａｒｔｉａｌｌａｙｅｒｗｉｓｅ
ｔｈｅｏｒｙ）和全层向理论（ｆｕｌｌｌａｙｅｒｗｉｓｅｔｈｅｏｒｙ）两大

·２·
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图２　层向理论位移假设模式
Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｍｏｄｅｉｎｌａｙｅｒｗｉｓｅｔｈｅｏｒｙ

类。部分层向理论，相较于等效单层理论，不但可

以模拟面内位移沿厚度方向的ＺｉｇＺａｇ变化特性，
还能够描述层间的横向剪切效应。而且与全层向

理论相比，具有更好的计算效率。全层向理论在

部分层向理论的基础上，还可以分析层合结构的

层间正应力效应。

即便层向理论能够较为精确地描述中厚复合

材料层合板壳结构的局部响应，但是由于需要在

厚度方向布置足够多的插值节点才可以保证计算

精度，因此，层向理论相较于等效单层板理论而

言，计算工作量会大幅度增加。因此，近二十年

来，研究人员不但从结构形式以及新材料的多场

耦合等方面发展和丰富了层向理论，还提出了各

种高阶非线性理论和混合方法，对层向理论进行

了优化和改进。

１．１　结构形式

自从Ｒｅｄｄｙ的层向理论被提出以来，学者们
基于层向理论已经发展了各种结构形式的层向理

论分析方法，主要包括复合材料层合梁、板、壳结

构、加筋层合结构以及夹层结构等。

层向梁板壳理论是利用层向理论，结合不同

结构形式的几何关系方程（应变 －位移关系），发
展得到的层向理论模型。针对复合材料层合梁及

其压电智能结构，通过对面内位移进行简化处理，

学者们采用层向理论相继建立和研究了层合梁、

层合曲梁以及夹层梁结构。针对复合材料层合板

壳结构，采用部分层向理论和全层向理论，研究人

员相继提出和研究了复合材料层合板、夹层板、层

合圆柱壳、层合双曲壳、层合环壳、层合球壳，层合

扁壳、层合锥壳以及夹层壳等层合结构的层向分

析方法。随着复合材料层合结构整体成型工艺的

不断提升，层向理论也应用于大型复杂加筋复合

材料层合板壳结构的精确分析模型中。例如，Ｌｉ
等［２３］分别采用层向理论和有限元方法建立了复

合材料层合圆柱壳结构的层向有限元模型和加强

筋结构的三维实体有限元模型，进而通过圆柱壳

和加筋结构连接节点处的位移协调和内力平衡关

系耦合建立了整个加筋层合圆柱壳的层向有限元

控制方程。采用上述建模思想，Ｌｉ等［２４］和 Ｌｕ
等［２５］相继提出了复合材料夹层结构和加筋复合

材料层合板的层向离散耦合分析方法。以上文献

的研究结果均表明：基于层向理论的离散耦合分

析方法在研究复杂复合材料层合结构问题时，能

够得到更为准确的静动力响应结果，尤其在描述

加强筋结构以及芯子的局部响应特性时，更具

优势。

１．２　非线性

首先，早期大多数研究工作采用的是线性层

向理论，计算效率不够高。另外，早期研究大多考

虑线性几何关系，所建立的层向理论无法分析结

构的大变形问题。为此，学者们相继从几何非线

性以及高阶非线性两方面对层向理论提出改进。

采用几何非线性理论可以提高层向理论在分

析复合材料层合结构大变形问题时的精确度。研

究人员利用ＶｏｎＫａｒｍａｎ非线性应变－位移关系，
分别提出了复合材料层合梁［２６－２８］、板［２９－３２］、圆柱

壳［３３－３５］、圆锥壳［３６］以及夹层梁板壳结构［３７－４０］的

几何非线性层向理论。由于新材料在智能板壳层

合结构领域得到应用，学者们相继研究了压电复

合材料层合结构［４１－４２］、功能梯度材料层合结

构［４３－４５］、形状记忆合金复合材料层合结构［４６］以

及多铁性复合材料层合结构［４７］的几何非线性层

向理论。以上文献研究结果表明：基于层向理论

的几何非线性理论在分析复合材料及其智能层合

结构的大变形和低速冲击问题时，不但能够获得

精确的整体静动力响应结果，而且计算得到的层

间局部响应量可更好地应用于模拟层间分层裂纹

扩展特性研究。

在高阶非线性方面，Ｒｅｄｄｙ等［４８］最早将厚度

坐标的二次拉格朗日插值函数引入层向理论的位

移假设模式中，对线性层向理论进行了优化。

Ｐｌａｇｉａｎａｋｏｓ和Ｓａｒａｖａｎｏｓ分别将二次和三次插值
函数引入复合材料夹层厚板结构的层向线性位移

场的假设模式中，相继研究了其静态响应［４９］和低

速度冲击响应［５０］特性；采用相同的建模方法，作

者将其高阶层向理论应用于压电复合材料层合结

构的机电耦合分析理论中［５１－５２］。Ｓｕｎ等［５３］利用

其高阶层向理论模型，研究了多层旋转叶片结构

的动态响应特性。近年来，Ｒｅｋａｔｓｉｎａｓ等［５４－５７］采

用三阶Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式样条函数来描述位移场分
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量沿厚度方向的分布，建立了含压电传感／作动器
的复合材料层合板壳结构的层向机电耦合方程。

Ｂａｔｒａ等基于三阶层向理论和几何非线性理论，分
别提出了复合材料层合直梁［５８］和曲梁［５９］结构的

高阶层向理论；研究结果表明：在不借助任何应力

修正方法的基础上，其得到的横向应力结果与解

析结果和三维弹性实体有限元结果吻合较好。

由于复合材料夹层结构的芯体厚度较大，因此

较多采用高阶位移理论对芯体结构的位移场进行

模拟假设。Ｌｏｊａ等［６０］基于不同的高阶层向剪切变

形理论，分别模拟了面板结构和芯体结构的位移

场，通过引入Ｋｒｉｇｉｎｇ面内插值函数，建立了含黏弹
性软质芯体复合材料夹层结构的层向／Ｋｒｉｇｉｎｇ有
限元控制方程。基于 Ｌｏｊａ的层向／Ｋｒｉｇｉｎｇ有限元
理论，学者们随后研究了复合材料夹层柱［６１］、

梁［６２－６４］以及板壳［６４－６５］结构的稳定性问题。

近年来，研究人员受到有限元理论的等参单

元思想启发，将计算机辅助几何设计（Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
ＡｉｄｅｄＧｅｏｍｅｔｒｉｃＤｅｓｉｇｎ，ＣＡＧＤ）中用于表达几何
模型的高阶Ｂ样条基函数作为形函数，并与层向
理论相结合，形成了层向等几何高阶有限元

方法［４５，６６－６９］。

１．３　多场耦合

研究人员最早将温度场的假设模式作为独立

变量引入层向理论中，通过材料的力 －热本构关
系方程来建立传统复合材料层合结构在热环境下

的力 －热层向耦合分析理论［３２，３６，７０－７５］。文

献［４４，７６－７９］基于层向理论分析了功能梯度材
料板壳结构的静动力响应特性。另外，学者

们［４６，８０－８２］还采用层向理论研究了形状记忆合金

复合材料层合结构的热屈曲特性。

Ｒｏｂｂｉｎｓ等［８３］最早采用层向理论建立了压电

层合梁的机电耦合有限元模型，并且与基于等效

单层板理论的有限元模型进行了静力学和模态响

应结果的对比。其研究结果表明：相较于等效单

层板理论的有限元模型，层向机电耦合有限元模

型计算得到的静力学响应横向应力满足层间连续

性要求；而且，在模态分析方面，层向机电耦合有

限元模型对于高阶模态以及大厚度结构的分析结

果更精确。Ｒｅｄｄｙ等又相继建立了压电复合材料
层合板的几何非线性层向机电耦合理论［８４］和层

向机电耦合混合板理论［８５］。Ｈｅｙｌｉｇｅｒ等和 Ｈａｎ
等基于 Ｒｅｄｄｙ的部分层向理论，分别建立了压电
复合材料层合圆柱壳［８６］和平板［８７］的层向机电耦

合有限元模型。Ｌｉ等在其基础上，采用全层向理
论对位移场和电势场独立地进行模拟假设，分别

提出了压电复合材料层合圆柱壳的全层向机电耦

合有限元模型［８８］和含分层损伤压电复合材料层

合板的细化全层向机电耦合有限元模型［８９］。

一些研究学者发现：在研究压电复合材料层

合结构的机电耦合行为时，若采用线性层向理论

来模拟位移场和电场的假设模式，一方面可能无

法满足横向应力和应变的预测精度要求，另一方

面会导致因结构沿厚度方向插值节点数过多而计

算量过大。例如：Ｓａｒａｖａｎｏｓ等［９０］研究发现，基于

线性层向理论，即便在厚度方向采用２０个拉格朗
日插值节点仍无法精确预测五层压电复合材料层

合结构的振动模态。文献［８３］研究结论表明，若
采用线性层向理论模拟机械场和电场，至少需要

沿厚度方向进行采用２９个插值节点才能获得较
为准确的静动态响应结果。相似地，文献［５２，
９１－９２］均表明，若要获得高精度的机电耦合方
程，需要在压电结构厚度方向布置非常精细的插

值节点。为此，后来的研究人员基于层向理论，大

多采用高阶的位移和电场假设模式研究压电复合

材料层合板和夹层板结构的机电耦合关

系［５０，９３－９８］。例如：ＳｅｍｅｄｏＧａｒ珓ａｏ等［９３］研究得出，

通过对位移场和电势场均采用三阶层向理论的假

设模式，不但能够获得高精度的响应结果，而且与

采用厚度方向上更精细化的插值节点模型相比

较，还 能 够 降 低 计 算 量。 Ｐｌａｇｉａｎａｋｏｓ和
Ｐａｐａｄｏｐｏｕｌｏｓ的研究结果也表明：采用高阶层向
理论可降低结构的横向插值节点数目，从而可减

少一般的系统自由度，其计算效率可大大提

高［５０，５２］。另外，还有学者针对不同的压电复合材

料结构形式，提出了线性层向理论和高阶层向理

论相结合的混合层向机电耦合理论；其研究结果

均表明，采用适当的机械场和电场假设模式，可以

同时满足计算精度和效率的要求［９９－１００］。

除了力热耦合和力电耦合的两场耦合以外，

层向理论还被广泛地应用于三场及以上的耦合分

析建模。文献［１０１－１０４］采用层向理论提出了
压电复合材料层合梁、板、壳结构的力热电多场耦

合层向理论。文献［１０５－１０８］则提出了智能复
合材料层合梁和板结构的力电磁耦合层向分析模

型。文献［１０９－１１０］还基于层向理论研究了智
能复合材料的力－热－电－磁四场耦合效应。

２　层向理论的有限元解法

层向理论被提出以来，研究人员主要通过解

析法、半解析法及有限元法等理论来求解和建立

相应的层向分析理论。解析方法虽能够获得较为

·４·
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满意的结果，但较大程度受结构和加载形式以及

约束条件等方面的制约。因此建立各种层向有限

元分析方法成为该领域最主要、也是最具活力的

研究方向之一。研究结果表明［２，１０］，层向有限元

理论不但在分析精度方面与三维弹性有限元模型

相同；而且相较于三维弹性有限元理论，还具有以

下优点：①减少了系统的自由度；②由于层向有限
元理论的面内离散和横向离散是独立进行的，因

此可以根据计算精度需要进行选择性的优化，无

须重新构建三维有限元模型。

研究人员从缩减系统总自由度和提高计算效

率角度出发，对层向有限元提出了各种优化方法。

学者们最早采用一种“整体 －局部方法”的可变
动力学单元模型。Ｒｏｂｂｉｎｓ和 Ｒｅｄｄｙ［１０，１１１］最早将
层向理论和等效单层板理论结合，在局部（分层、

边缘等）通过高精度的层向有限元模拟位移场，

其余部分采用高效率的等效单层板模拟位移，建

立了层合板壳的“整体 －局部方法”的可变动力
学有限元模型，其模型中的有限元网格划分模型

如图３所示。模型中，内部整体区域采用 ＦＳＤＴ
单元建模，自由边区域的有限元模型采用层向理

论，并且通过变形协调关系来保证局部与整体单

元节点的连续性。基于相同的“整体 －局部”建
模思 想，ＢｏｔｓｈｅｋａｎａｎＤｅｈｋｏｒｄｉ等［１１２－１１３］ 采 用

Ｒｅｉｓｓｎｅｒ的混合变分定理，提出了夹层板结构的
层向／等效单层板混合板理论。其他涉及“整
体－局部方法”的层向有限元研究成果，可参考
文献［６７，１１４－１１９］。

图３　基于“整体－局部分析方法”的可变动力学

有限元模型［１０］

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｂｌｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

ｂａｓｅｄｏｎ“ｇｌｏｂａｌｌｏｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ”［１０］

层向理论的另外一个优点是，如式（２）所示，
每一个位移分量都可以独立地进行假设模拟，因

此可以根据需要，对位移分量分别采用等效单层

板理论、ＺｉｇＺａｇ理论或层向理论进行假设模拟，
或者对位移分量采用不同阶数的级数展开式进行

描述。例如，在文献［１０］中，Ｒｅｄｄｙ在保持面内离
散单元不变的情况下，仅通过对横向插值函数进

行细化，大大提高了复合材料层合板横向剪切应

力的预测精度。文献［２２，１２０－１２１］都基于该思
想对层向有限元方法进行深入的研究。

此外，近年来采用不同的单元类型对层向有

限元理论进行改进和优化也成为该领域的研究热

点之一。ＰｈｕｎｇＶａｎ等［１２２－１２３］提出了三节点三角

形单元层向有限元理论，并用于分析复合材料层

合板及夹层板结构的静动力学响应分析。Ｂｅｌａｒｂｉ
等［１２４］基于层向理论，建立了复合材料夹层板结

构的四节点四边形等参元模型；其中，面板结构采

用２自由度的节点，而芯体部分采用了９自由度
的节点。相似地，文献通过各种单元优化方法，相

继提出了复合材料夹层壳［１２５］、夹层玻璃光伏组

件［１２６－１２７］以及含分层损伤的复合材料层合壳结

构的层向有限元分析方法。

３　层向理论的应用

３．１　静力学分析

静力学分析是工程结构设计和应用的基础，

其核心任务是精确预测结构在静态载荷作用下的

响应量，如位移、应力和应变以及压电智能结构的

电势分布等。相较于传统的等效单层板理论，层

向理论能够更为精确地描述复合材料层合板壳结

构，尤其是大厚度层合结构的静态响应特性。

Ｒｏｂｂｉｎｓ和Ｒｅｄｄｙ作为层向理论的奠基人，在
文献［２２］中详细地讨论了层向理论在分析复合
材料层合结构静力响应方面的优势。针对大厚度

复合材料层合板结构，采用层向理论深入研究了

其局部响应特性。其中，以铺层顺序为［０°／９０°／
０°］的四边简支正方形层合板（长／厚 ＝４）为研究
对象，采用层向理论计算了在四边简支的边界约

束条件下横向剪切应力分量 σｘｚ沿层合板厚度方
向的分布，并与采用等效层合板理论（ＣＬＴ和
ＦＳＤＴ）和三维精确解的预测结果相比较，如图 ４
所示。从图４中可以看出，基于等效单层板理论
的模型在分析厚板结构的横向切剪应力时，与三

维精确解相差较大，而层向理论与三维精确解几

乎完全吻合；另外，从图４还可以看出，层向理论
计算得到的层向剪切应力完全满足沿层间的连续

性要求，而等效层合板理论给出的计算结果则不

满足连续性要求。此外，文献［２２］中还以铺层顺
序为［４５°／－４５°／－４５°／４５°］的长条形层合板
（长／宽＝１０，宽／厚＝４）为研究对象，采用层向理
论进一步研究了自由边效应。图５给出了在结构

·５·
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自由边附近的三个不同位置处，层向理论预测得

到的横向剪切应力沿厚度方向的分布情况，可以

看出横向应力完全满足在自由边处为零的条件。

后来，学者们还相继分析了大厚度复合材料层合

板［１２８］、圆拱［１２９］、双曲壳结构［１３０］以及复合材料夹

层结构［３７，４９，１３１－１３３］的静力学特性；基于层向理论

在分析自由边效应问题的优异性，学者们分别研

究了反对称角铺设层合板［１３４］、非正交铺设复合

材料层合板［１３５］、一般铺层形式复合材料层合

板［１３６］以及复合材料胶接铺层结构［１３７］的自由边

效应。

三维精确解　　○ 层向理论（ｍｅｓｈ１）

● 层向理论（ｍｅｓｈ２） 　　 ＣＬＴ　　… ＦＳＤＴ

图４　横向剪切应力珚σｘｚ沿层合板厚度方向的分布
［２２］

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｅｓ珚σｘｚｔｈｒｏｕｇｈ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｌａｍｉｎａｔｅｓ［２２］

图５　横向剪切应力珚σｘｚ在自由边处沿层合板

厚度方向的分布［２２］

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｅｓ珚σｘｚｔｈｒｏｕｇｈ

ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｌａｍｉｎａｔｅｓｎｅａｒｔｈｅｆｒｅｅｅｄｇｅ［２２］

Ｈｅｙｌｉｇｅｒ等［８６，１３８］最早将部分层向理论引入

电势场的假设模式中，提出了含压电铺层复合材

料层合圆柱壳和层合梁的层向静力学有限元模

型，并分析了压电传感器对智能层合壳结构主动

静力学响应特性的影响。Ｈａｎ等［８７］同样采用部

分层向理论，分析了压电作动器对智能复合材料

层合板静态特性的影响。近年，Ｌｉ等［８８］采用了精

度更高的全层向理论建立了压电复合材料层合圆

柱壳结构的层向有限元模型，并深入研究了径厚

比对智能结构的机械场和电场静态响应结果的影

响。文献［５１－５２，９１－９２］均采用不同形式的层
向理论深入分析了压电复合材料的静力学力电耦

合特性。

３．２　振动分析

除了能够精确预测复合材料层合结构的局部

静态响应以外，层向理论还被学者们广泛用来分

析大厚度复合材料层合板壳结构的动态特性。

Ｎｏｓｉｅｒ等［１３９］最早将三维层向理论应用于各向同

性单层板以及正交各向异性层合板的自由振动频

率分析，并与等效单层板理论和解析方法的结果

进行了深入的比较和分析。其研究结果表明：对

于各向同性单层板，层向理论和等效层合板均能

获得高精度的振动频率结果；然而随着正交各向

异性复合材料层合板结构厚度的增加，等效单层

板理论与精确解的误差逐渐增大，而层向理论依

然能够保证精确的预测水平。后来，Ｚｈａｎｇ等基
于层向Ｂ样条有限条法研究了复合材料层合板
的自由振动特性，进一步验证了 Ｎｏｓｉｅｒ等［１３９］的

研究结论。另外，文献也采用层向理论深入讨论

了边厚比等参数对大厚度复合材料层合

板［１２８，１４０－１４１］以及复合材料夹层板结构［１４２］自由振

动频率的影响。

Ｓｈａｋｅｒｉ等［１４３］较早地基于层向理论研究了大

厚度压电功能梯度材料层合板的自由振动特性，

作者重点讨论了跨厚比和组分体积比对压电智能

结构固有频率及动态感应电势的影响。研究结果

表明：基于层向理论的三维有限元分析方法能够

精确预测大厚度压电功能梯度材料板的固有振动

频率。基于Ｓｈａｋｅｒｉ等［１４３］的研究，Ｐａｎｄｅｙ等［４４］研

究了热环境下功能梯度材料夹层板的自由振动特

性，并分析了热载荷和几何尺寸等参数对结构固

有频率的影响。学者们同样采用层向理论相继研

究了含压电层大厚度复合材料层合梁［１０４］、板［１００］

以及夹层板结构［９５］的动态特性。

近年来，考虑到层向理论建模能力强的特点，

·６·
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Ｌｉ等［１４４－１４５］采用层向有限元和三维实体有限元

分别建立复合材料层合面板和芯体结构的有限元

振动方程，并利用面板和芯体结构之间的变形协

调关系和内力平衡方程构建了整个夹层结构的层

向／实体有限元振动控制方程，并通过与三维实体
有限元方法进行比较，验证了该层向／实体有限元
方法的正确性和优势性。Ｌｉ等还将相同建模思
想应用于加筋复合材料圆柱壳的自由振动特性

分析［２３］。

３．３　含损伤问题的分析

研究结果表明［１４６－１４７］：层间分层和基体裂纹已

成为复合材料层合板壳结构最常见的两种损伤形

式。由于层向理论能够更精确地描述复合材料板

壳结构层间局部响应特性，因此结合层向理论建立

复合材料层合结构的局部损伤模型以及分析其静

动态响应特性成为层向理论非常重要的应用之一。

Ｂａｒｂｅｒｏ等［１４８］在提出层向理论后不久，便通

过在位移场的假设模式中引入层间的一维

Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ阶跃函数构建了复合材料层合板的层
向分层损伤分析理论，并分析了不同载荷形式作

用下层合结构分层裂纹尖端的能量释放率。研究

结果表明：对分层损伤区域采用层向位移假设模

式能够更为精确地描述分层区域的层间应力状态

及裂纹尖端的应力状态。学者们在近二十年来对

Ｒｏｂｂｉｎｓ和Ｒｅｄｄｙ的层向分层损伤分析模型不断
进行改进和发展，先后应用于含分层损伤层合

梁［２６，５８］和板结构［３１，１１５－１１８］的静动态响应和屈曲

分析。近年来，Ｍａｒｊａｎｏｖｉｃ＇等采用层向理论提出了
复合材料夹层板壳结构的分层损伤分析理论，系

统地研究了分层损伤对夹层板壳结构自由振

动［１２７］、屈曲［１４９］以及瞬态特性［１５０］的影响；并进一

步考虑几何非线性和接触条件，提出了含分层损

伤复合材料夹层板的瞬态层向分层损伤分析

方法［１５１］。

文献［１５２－１５４］研究了含分层损伤压电智
能复合材料层合结构的静动态响应特性，尤其是

分层损伤对感应电势分布的影响。近年，Ｌｉ等［８９］

在Ｂａｒｂｅｒｏ等［１４８］层向分层损伤模型的基础上，考

虑层间应变分量的不连续性，建立了含分层损伤

压电复合材料层合板的层向细化有限元分析方

法，分析了分层损伤尺寸和位置对于压电智能结

构电势场的分布；而且如图６所示，获得了含分层
损伤层合结构所特有的张开型模态，并进一步讨

论模型在复合材料层合结构的损伤监测和定位方

面的应用。

（ａ）２５％

（ｂ）５０％

（ｃ）７５％

图６　不同分层损伤程度下压电复合材料

层合板的张开型模态［８９］

Ｆｉｇ．６　Ｏｐｅｎｉｎｇｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｐｌａｔｅｓｗｉｔｈ

ｖａｒｉｏｕｓｄｅｌａｍｉｎａｔｉｏｎｓｉｚｅｓ［８９］
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　　层向损伤扩展分析模型的研究目前主要集中
于层间分层裂纹的扩展行为预测［１５５－１５７］，而采用

层向理论同时分析分层和基体裂纹扩展行为的较

少。Ｌｉ等在 Ｂａｒｂｅｒｏ等［１４８］层向分层损伤模型的

基础上，利用扩展有限元方法（ｅＸｔｅｎｄｅｄＦｉｎｉｔｅ
ＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，ＸＦＥＭ）来描述基体裂纹，提出了
一种扩展层向理论（ｅＸｔｅｎｄｅｄＬａｙｅｒＷｉｓｅＴｈｅｏｒｉｅｓ，
ＸＬＷＴ），对同时含有层间分层裂纹和基体裂纹的
复合材料层合梁［１５８］、板壳［１５９－１６０］以及双曲壳［１６１］

结构的静态断裂行为进行了深入的分析和讨论，

其中，含分层复合材料层合壳基体裂纹任意扩展

时的位移和应力云图如图７所示，图中位移和应
力均为无量纲。近年，Ｌｉ等进一步提出了力热耦
合的ＸＬＷＴ［１６２］，实现了热环境下分层和基体裂纹
同时任意扩展的高精度预测。

另外，学者们［２９，５０，５７，１６３－１６７］还将层向理论应

用于复合材料层合结构在低速冲击载荷作用下的

动力学响应和失效特性分析。

（ａ）ｕ１　　　　　　　　　　　　　（ｂ）ｕ２　　　　　　　　　　　　　（ｃ）ｕ３　　

（ｄ）σ１１　　　　　　　　　　　　　（ｅ）σ２２　　　　　　　　　　　　　（ｆ）σ１２　　

图７　含分层复合材料层合壳基体裂纹任意扩展时的位移和应力云图［１６１］

Ｆｉｇ．７　Ｃｌｏｕｄｐｉｃｔｕｒｅｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｎｄｓｔｒｅｓｓｅｓｆｏｒｔｈｅｌａｍｉｎａｔｅｄｓｈｅｌｌｗｉｔｈｃｒａｃｋａｎｄｄｅｌａｍｉｎａｔｉｏｎ［１６１］

４　层向理论研究方向展望

层向理论具有理论简单、易于编程实现等特

点，并且还易于扩充至任意的多场耦合问题，再加

之其便于与其他数值理论相结合，因此层向理论

无论在理论发展还是在工程应用上都具有广阔的

研究前景。

１）将层向理论与ＸＦＥＭ结合，建立复合材料
结构的多损伤分析模型。目前，只有很少的文献

将层向理论与ＸＦＥＭ结合，用于分析复合材料层
合板壳结构的分层和基体裂纹扩展问题。因此，

有必要进一步考虑孔洞、夹杂等间断问题，提出含

多种损伤形式的复合材料层合结构的层向扩展有

限元分析方法。

２）基于层向理论的无网格方法。由于层向
有限元方法在处理几何不连续性等问题时的计算

效率和精度不够理想，因此可以考虑结合无网格

方法，提出一种层向无网格分析方法，用于高效模

拟复合材料层合结构的大变形和几何不连续

问题。

３）层向理论在智能结构损伤监测和主动控
制领域的应用。目前，很多学者已经采用层向理

论构建了压电智能复合材料结构的力电耦合关

系。因此，结合层向理论在局部的高精度电势预

测水平，可一步扩展应用于含压电传感器智能层

合结构的损伤监测研究；再结合适当的控制领域，

可以建立含压电作动器的智能结构的层向主动控

制模型，用于精确分析压电智能层合结构的变形

和振动控制问题。同样的思想可用于构建含磁致

伸缩材料或形状记忆合金材料等其他智能结构的

主动控制模型。

４）复杂复合材料层合结构的层向理论模型。

·８·
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目前，层向理论绝大多数应用于形式较为简单的

层合板壳结构；虽然有部分学者通过有限元节点

连接技术实现了加筋层合结构的建模，但是随着

复合材料设计和制造水平的提高，可以通过结合

适当的连接技术，如固连接触法和面面接触法等，

实现层向理论在复杂复合材料层合结构（如空间

点阵复合材料夹层结构和格栅型复合材料结构

等）领域的应用。
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