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摘　要：高空气球为临近空间中的研究提供了可靠的低成本平台。目前高空气球球形一般直接采用“自
然形”或以“自然形”为基础，但通用、简捷地求解“自然形”外形方程一直是个难点。将“自然形”气球外形求

解问题转化为最优控制问题，利用最优控制领域成熟的求解工具———高斯伪谱法最优化软件包计算气球外

形。此外，通过分析外形数据得到外形变化规律，设计通用算法求解任意球形控制因子、任意高度的“自然

形”气球外形。结果显示，该算法无须调参便可计算所需的“自然形”球形，便于科研人员快速获得大量所需
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球形数据。

关键词：高空气球；“自然形”气球；球形设计；高斯伪谱法

中图分类号：Ｖ２２１＋．９２　　文献标志码：Ａ　　开放科学（资源服务）标识码（ＯＳＩＤ）：
文章编号：１００１－２４８６（２０２１）０４－０１７－０７

Ｈｉｇｈａｌｔｉｔｕｄｅｂａｌｌｏｏｎｓｈａｐｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎａｎｄｇｅｎｅｒａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｄｅｓｉｇｎ

ＺＨＯＵＪｉａｎｇｈｕａ１，ＪＩＮＷｅｉｃｈｅｎｇ１，２，ＬＩＺｈｉｂｉｎ３

（１．ＡｅｒｏｓｐａｃｅＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＲｅｓｅａｒｃｈＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，ＣｈｉｎｅｓｅＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１０００９４，Ｃｈｉｎａ；

２．ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＣｈｉｎｅｓｅＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１０００４９，Ｃｈｉｎａ；

３．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＥｌｅｃｔｒｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，ＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｑｉｎｇｄａｏ２６６５９０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｈｉｇｈａｌｔｉｔｕｄｅｂａｌｌｏｏｎｐｒｏｖｉｄｅｓａｒｅｌｉａｂｌｅｌｏｗｃｏｓｔｐｌａｔｆｏｒｍｆｏｒｈｉｇｈａｌｔｉｔｕｄｅｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．Ｔｈｅｓｈａｐｅｏｆｔｈｅｂａｌｌｏｏｎｉｓｄｉｒｅｃｔｌｙ

ａｄｏｐｔｅｄａｓｎａｔｕｒａｌｓｈａｐｅｏｒｂａｓｅｄｏｎｎａｔｕｒａｌｓｈａｐｅ；ｈｏｗｅｖｅｒ，ｈｏｗｔｏｓｉｍｐｌｙａｎｄｑｕｉｃｋｌｙｓｏｌｖｅｔｈｅｎａｔｕｒａｌｓｈａｐｅｅｑｕａｔｉｏｎｇｅｎｅｒａｌｐｕｒｐｏｓｅｉｓａｄｉｆｆｉｃｕｌｔ

ｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｅｍａｔｕｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｏｌｉｎｔｈｅｆｉｅｌｄｏｆｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌ—ｇａｕｓｓｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｓｏｆｔｗａｒｅｗａｓｕｓｅｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｎａｔｕｒａｌｓｈａｐｅ

ｂａｌｌｏｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｓｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｉｎｔｏｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ａｇｅｎｅｒａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｗａｓｄｅｓｉｇｎｅｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｎａｔｕｒａｌｓｈａｐｅ

ｂａｌｌｏｏｎｓｈａｐｅｗｉｔｈａｎｙｓｐｈｅｒｉｃａｌｃｏｎｔｒｏｌｆａｃｔｏｒａｎｄａｎｙｈｅｉｇｈｔｂｙａｎａｌｙｚｉｎｇｔｈｅｓｈａｐｅｄａｔａ．Ｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｉｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｒｅｑｕｉｒｅｄ

ｎａｔｕｒａｌｓｈａｐｅｗｉｔｈｏｕｔａｄｊｕｓｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ｗｈｉｃｈｉｓｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｆｏｒｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｔｏｑｕｉｃｋｌｙｏｂｔａｉｎａｌａｒｇｅａｍｏｕｎｔｏｆｒｅｑｕｉｒｅｄｓｐｈｅｒｉｃａｌｄａｔａ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｈｉｇｈａｌｔｉｔｕｄｅｂａｌｌｏｏｎ；ｎａｔｕｒａｌｓｈａｐｅｂａｌｌｏｏｎ；ｂａｌｌｏｏｎｓｈａｐｅｄｅｓｉｇｎ；Ｇａｕｓｓｉａｎｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄ

　　高空气球利用充入密度小于空气的气体所产
生的浮力飞行，是目前可在临近空间工作的几种飞

行器之一，具有价格低、工作周期短、吊舱易回收、

飞行时间可以根据需要灵活控制等优点，为在高层

大气中进行研究提供了可靠的低成本平台。就其

结构形式来说，高空气球又分为底部排气管与大气

连通的零压式气球以及全封闭的超压式气球［１］。

高空气球的外形设计以及升空过程中外形的

变化是浮空器设计以及浮空器飞行动力学研究的

基础。气球外形的第一个理论性成果是Ｕｐｓｏｎ假
设仅存在纵向张力的情况下提出的“自然形”气

球［２］。由于其以 Σ作为球形控制因子，因此也称
为Σ－ｓｈａｐｅ。现今的球形设计大多直接采用“自

然形”或以“自然形”为基础：Ｙａｊｉｍａ在文献［３］中
指出“自然形”气球的极限形式为欧拉体，而欧拉

体作为一种无加强筋的超压球是各种超压球的设

计基础［４－５］。

虽然“自然形”气球外形方程具有简单的形

式，但无法获得解析解。现一般采用打靶法进行

数值求解。对完全膨胀的设计球形求解：Ｓｍａｌｌｅｙ
利用打靶法以Σ表的形式给出了 Σ在０～１之间
的部分球形数据［６］；姜鲁华采用 Ｇｉｌｌ法并以计算
机程序的方式给出０～１之间任意 Σ值的气球外
形［７］。对于 Σ≥１时的气球外形，并未见到有相
关文献给出参考数据，且 ２２节结果显示，Σ从
１５变化到２０，其初始角度只改变了１°左右，可
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见此时初值的敏感度较高，打靶法求解困难。

上升段球形分析对升空过程中的动力学分析

以及工程应用有重要的参考价值。Ｆａｒｌｅｙ认为升
空段氦气泡为水滴形，顶部比较平坦，将其用圆球

阻力系数近似并不合适，因此 Ｆａｒｌｅｙ用圆锥体近
似升空段球形并给出参考阻力系数（Ｃｄ≈
０８）［８］。若能通过求解升空球形，获得不同高度
下气泡最大横截面积更准确的估计，便可更为精

准地估算升空时的气动阻力。上升段球形分析另

一个重要的应用是估计升空段球顶压差。高空气

球利用球顶排气阀来调节升空段的浮力，而浮力

排出率与球顶压差相关，零压气球通常不安装压

差传感器，需要依赖事前估计。通过求解升空球

形得到的球顶压差比采用圆球近似更为准确［９］。

然而高空气球为由极薄聚乙烯（ＰｏｌｙＥｔｈｙｌｅｎｅ，
ＰＥ）膜材料构成的软式充气结构，随着升空高度的
变化，气球体积不断膨胀，导致其外形轮廓的变化

非常之大。相较于平飞段（满充）外形，升空段球

体大部分情况下底部呈聚束状，初始角度几乎为零

且需一同猜测初始角度及零压面高度两个参数。

Ｓｍａｌｌｅｙ［１０］将底部聚束视为负载，用打靶法求解外
形，但计算不同高度的球形都需调整模型。

Ｂａｇｉｎｓｋｉ等［１１］采取解方程的思路：基于 ＭＡＴＬＡＢ
的ｆｓｏｌｖｅ函数，利用多重打靶法求得底部张角及零
压面高度，再借助龙格库塔法获得气球外形，但气

球高度越低，分段数越多，计算量越大。杨燕初

等［１２］基于 ＭＡＴＬＡＢ的 ｆｍｉｎｃｏｎ函数，结合多重打
靶法求解外形，计算时长依赖于初值的选取。

试验飞行需要充足的高空气球升空过程中的

形体数据，原有的计算方法需花费大量的时间和

精力，因而需要一种简单快速的计算方法来求解

“自然形”气球外形方程。

高斯伪谱法因其具有收敛性好以及初值敏感

度低的优点，已经成为一种较为常用的解决最优控

制问题的算法，而基于高斯伪谱法的高斯伪谱法最

优化软件包（ＧａｕｓｓＰｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌＯＰｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
Ｓｏｆｔｗａｒｅ，ＧＰＯＰＳ－Ⅱ）也成为解决最优控制问题的
有力工具之一。在此基础之上，本文提出将“自然

形”外形方程转化为最优控制描述形式；然后用

ＧＰＯＰＳ－Ⅱ工具求解的思路，以期精确、简捷得到气
球完全膨胀以及升空状态下的外形数据；同时设计

通用算法，以实现无须调参便可求解任意Σ、任意
高度下的“自然形”球形的目标。

１　“自然形”气球外形方程

“自然形”气球也称为 Σ外形气球。可由如

下六个常微分方程表示［６，１３］：

ｄθ
ｄ珓ｓ
＝－
τｂ 珓ｚ＋珘( )ａ珓ｒ＋Λ珓ｒｄｓｉｎθ

珟Ｑ
ｄ珟Ｑ
ｄ珓ｓ
＝Λ珓ｒｄｃｏｓθ

ｄ珓ｒ
ｄ珓ｓ
＝ｓｉｎθ

ｄ珓ｚ
ｄ珓ｓ
＝ｃｏｓθ

ｄ珘Ｓａ
ｄ珓ｓ
＝２π珓ｒ

ｄ珘Ｖ
ｄ珓ｓ
＝π珓ｒ２ｃｏｓ



















 θ

（１）

式中：θ为母线上任意点的切线与纵轴的夹角，从
纵轴到切线，顺时针为正（见图１）；珓ｓ为无量纲球
膜弧长；珟Ｑ为无量纲球膜纵向总张力；τｂ为升限
高度与当前高度气球体积比；珓ｚ为母线上任意点
的高度；珘ａ为球底相对零压面的高度；珓ｒ为当前高
度气球无量纲半径；珓ｒｄ为升限高度无量纲半径；

珘Ｓａ为气球表面积；珘Ｖ为气球体积；Λ＝Σ／（２π）
１
３。

Σ为无量纲面密度，也称为球形因子，由飞行任务
参数：负载重力 Ｌ、球体完全膨胀体积 Ｖｄ、球体与
负载重力之和 Ｇ以及球膜材料面密度 ωｄ决
定，则：

Σ＝（２π／Ｌ）
１
３（Ｖｄ／Ｇ）

２
３ωｄ／ｇ （２）

τｂ＝１（此时珘ａ＝０，珓ｒ＝珓ｒｄ）为满充时的外形，即
设计球形。τｂ＞１为设计球形在升空高度的外
形，由于方程中含有 珓ｒｄ，求解升空段外形，需先计
算出设计球形。

图１　Σ外形气球示意图
Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆΣ－ｓｈａｐｅｂａｌｌｏｏｎ

对于 Σ气球，设计球形及升空段球形的计
算，本质上是求解一个两点边值问题：

当珓ｓ＝０时，珓ｒ＝珓ｚ＝珘Ｓａ＝珘Ｖ＝０，θ＝θ０，珟Ｑ＝
１／（２πｃｏｓθ０）；当珓ｓ＝珓Ｉｓ时，θ＝－π／２，珓ｒ＝０。
其中，珓Ｉｓ为母线总长度，θ０和 珘ａ未知，由上述边界
条件唯一确定。

·８１·
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２　数值求解

ＧＰＯＰＳ－Ⅱ是用于解决非线性最优控制问题
的通用 ＭＡＴＬＡＢ软件包。该软件包利用可变阶
的高斯伪谱法，将最优控制问题离散并转换为非

线性规划问题，通过非线性规划问题求解器对非

线性规划问题进行求解［１４－１５］。

由于最优控制问题本身就是一个两点边值问

题，因此，ＧＰＯＰＳ－Ⅱ可用于气球外形的计算。但
需对气球模型方程组做适当的处理，将其转换为

最优控制问题。

２．１　ＧＰＯＰＳ－Ⅱ求解工具介绍

ＧＰＯＰＳ－Ⅱ基于高斯伪谱法，其求解最优控
制问题的思路是将连续的最优控制问题离散化为

非线性规划问题，然后通过 ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ
条件求解［１６－１７］。Ｂｅｎｓｏｎ证明了高斯伪谱法满足
协调映射定理，即利用高斯伪谱法离散最优控制

问题后得到的非线性规划问题的 ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎ
Ｔｕｃｋｅｒ条件与最优一阶必要条件的离散形式完全
等价［１８］，这使得高斯伪谱法同时具备了直接法的

快速性与间接法的精确性。

在ＧＰＯＰＳ－Ⅱ中，需要设定变量的初值、终
值以及变量范围三组参数。得益于高斯伪谱法对

初值、终值敏感度低的优点，初值、终值只需猜测

一次便可，在求解不同球形时无须调整，因而对于

不同的球形，只需猜测变量范围即可。相较于多

重打靶法每次计算需猜测数十个参数［１１－１２］，此方

法可将其减少至五个左右；同时一组参数可以计

算一段Σ（或高度）区间的外形，与打靶法相比具
有通用性。

２．２　设计球形的求解

２．２．１　微分方程组的处理
最优控制中各状态变量均为时间的函数，且

有代价函数以及控制量。因而对式（１）做如下处
理：将弧长 珓ｓ视为时间，且代价函数为最小化“终
止时间”珓ｓｆ，即：

Ｊ＝∫
珓ｓｆ

０

ｄ珓ｓ （３）

将Λ视为控制量；对无量纲总张力进行处
理，使其初值条件脱离对θ０的依赖，即令珟Ｍ＝珟Ｑ·
ｃｏｓθ，这样当 珓ｓ＝０时，珟Ｍ＝１／（２π）；由于此时气球
处于完全膨胀状态，因此珓ｒｄ＝珓ｒ；式（１）中的表面积
以及体积可以独立计算，故为了减少计算量在这

里暂不计算这两项，可以在之后用梯形积分公式

得到。整理上述处理之后，气球模型如下：

ｄθ
ｄ珓ｓ
＝－
τｂ（珓ｚ＋珘ａ）珓ｒ＋Λ珓ｒｓｉｎθ

珟Ｍ ｃｏｓθ

ｄ珟Ｍ
ｄ珓ｓ
＝Λ珓ｒ＋ｓｉｎθ·（珓ｚ＋珘ａ）·珓ｒ

ｄ珓ｒ
ｄ珓ｓ
＝ｓｉｎθ

ｄ珓ｚ
ｄ珓ｓ
＝ｃｏｓ















 θ

（４）

其中：Λ视为控制量，代价函数为最小化“终止时
间”珓ｓｆ，零压面高度 珘ａ＝０，τｂ＝１。初值条件为：当
珓ｓ＝０时，珓ｒ＝珓ｚ＝０，θ＝θ０，珟Ｍ＝１／（２π）；终值条件
为：当珓ｓ＝珓ｓｆ时，θ＝－π／２，珓ｒ＝珟Ｍ＝０。
２．２．２　设计球形数值解

从式（４）可以看出，对于完全膨胀状态球形
方程，只有一个自由度 θ０且其受终值条件约束，
因此只要找到满足终值条件的 θ０，就能得到该方
程组的唯一解。此时，在 ＧＰＯＰＳ－Ⅱ中不同球形
需要调整的参数虽然需要 珟Ｍ、珓ｒ、珓ｚ的最大值以及 ｌｓ
四个参数，但实际计算发现这些参数对 Σ的变化
敏感度较低。相较于原有的计算方法，虽然增加

了三个参数，但避免了在大 Σ情况下，θ０变化不
明显且难以猜测的缺点。

文献［６］用打靶法给出了部分参考结果，以
其计算结果作为初值并用四阶龙格库塔法验算，

发现终值符合要求。表１给出了本文与文献［６］
计算结果比较，可以看出，两者的计算结果基本一

致，说明了本文计算方法的有效性。同时表２补
充了Σ≥１时的部分参考数据，从表中的数据也
可发现：Σ从１５变化到２０，其初始角度只改变

表１　高斯伪谱法计算结果与Ｓｍａｌｌｅｙ计算结果对比
Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆＧａｕｓｓｉａｎ

ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄａｎｄＳｍａｌｌｅｙ′ｓ

Σ
本文θ０／

（°）

Ｓｍａｌｌｅｙθ０／

（°）
本文ｌｓ Ｓｍａｌｌｅｙｌｓ

０ ５０．１４９ ５０．１４９ １．９９４ １．９９４

０．１ ５４．３９２ ５４．３９１ ２．１５５ ２．１５５

０．２ ５８．８８６ ５８．８８５ ２．３５０ ２．３５０

０．３ ６３．４６９ ６３．４６８ ２．５８８ ２．５８８

０．４ ６７．９２０ ６７．９１８ ２．８７０ ２．８７０

０．５ ７２．０１２ ７２．０１２ ３．１９８ ３．１９８

０．６ ７５．５７９ ７５．５７８ ３．５６７ ３．５６７

０．７ ７８．５４８ ７８．５４８ ３．９７１ ３．９７１

０．８ ８０．９３７ ８０．９３７ ４．４０１ ４．４０１

０．９ ８２．８１６ ８２．８１６ ４．８５２ ４．８５２

１．０ ８４．２７６ ８４．２７７ ５．３１７ ５．３１８

·９１·
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表２　部分Σ≥１的计算结果
Ｔａｂ．２　ＰａｒｔｉａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｆｏｒΣ≥１

Σ θ０／（°） ｌｓ

１．１０ ８５．４０７ ５．７９３

１．２０ ８６．２８２ ６．２７８

１．３０ ８６．９６３ ６．７６８

１．４０ ８７．４９７ ７．２６２

１．５０ ８７．９１８ ７．７６０

１．６０ ８８．２５４ ８．２６０

１．７０ ８８．５２３ ８．７６１

１．８０ ８８．７４２ ９．２６５

１．９０ ８８．９２０ ９．７６９

２．００ ８９．０６７ １０．２７５

了１°左右，此时方程组对初值异常敏感，此时若
用打靶法来求解则较为困难。为验证 Ｙａｊｉｍａ在
文献［３］中“可以用Σ＝２０的‘自然形’外形近似
做欧拉体外形”的结论，绘制了大 Σ外形与欧拉
体外形的归一化外形（ｒ，ｚ均除以总弧长珓Ｉｓ）对比
图，如图２所示。可以看到，虽然 Σ增加，但气球
外形总体变化不大，且 Σ＝２０的外形与欧拉体
外形已极为接近，故可将 Σ＝２０的“自然形”外
形近似做欧拉体外形。

图２　大Σ外形与欧拉体外形的对比图
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｓｈａｐｅｏｆｌａｒｇｅｓｉｇｍａ

ａｎｄＥｕｌｅｒ′ｓｅｌａｓｔｉｃａ

２．３　升空状态球形求解

２．３．１　升空微分方程组处理
不同于式（４）中 τｂ≡１，在升空状态下，τｂ与

气球飞行高度存在函数关系，且 Ｂａｇｉｎｓｋｉ在文
献［１１］中指出，当τｂ≥１０时，θ几乎等于零，此时

方程组对初值异常敏感，很难直接满足终值条件。

因此本文借鉴多重打靶法的思路，将弧长 珓ｓ分为
两段：珓ｓ∈［０，珓Ｉｓ／ｋ］以及 珓ｓ∈［珓Ｉｓ／ｋ，珓Ｉｓ］，其中 ｋ≥１。
对方程组做如下处理。

对无量纲总张力做与２２１节一样的处理，
摆脱初值对θ０的依赖；同样取消式（１）中表面积
以及体积的计算；不同于式（４）中珘ａ＝０，在升空状
态下，珘ａ为一个大于零的未知常数，因此将 珘ａ作为
变量，添加到方程之中；为保证连续性，第一段的

终值等于第二段的初值。整理后，得到如下气球

模型：

ｄθ
ｄ珓ｓ
＝－
τｂ（珓ｚ＋珘ａ）珓ｒ＋Λ珓ｒｄｓｉｎθｃｏｓθ

ｄ珟Ｍ
ｄ珓ｓ
＝Λ珓ｒｄ＋τｂ·ｓｉｎθ·（珓ｚ＋珘ａ）·珓ｒ

ｄ珓ｒ
ｄ珓ｓ
＝ｓｉｎθ

ｄ珓ｚ
ｄ珓ｓ
＝ｃｏｓθ

ｄ珘ａ
ｄ珓ｓ

















 ＝０

（５）

其中，Λ视为控制量，代价函数为 Ｊ＝珘ａ。初值条
件为：当珓ｓ＝０时，珓ｒ＝珓ｚ＝０，θ＝θ０，珟Ｍ＝１／（２π）；终
值条件为：当 珓ｓ＝珓ｓｆ时，θ＝－π／２，珓ｒ＝珟Ｍ＝０；同时
为保证连续性，满足

θ
珟Ｍ
珓ｒ
珓











ｚ 珓Ｉｓ( )ｋ

－

＝

θ
珟Ｍ
珓ｒ
珓











ｚ 珓Ｉｓ( )ｋ

＋

（６）

对于珓ｒｄ的处理，一种思路是将式（４）、式（５）联
立，这样珓ｒｄ就可以被精确地表示，但这样方程组过
于庞大，计算量会增加。因此，本文利用 ＭＡＴＬＡＢ
自带的插值函数ｉｎｔｅｒｐ１，将计算平飞状态得到的珓ｒｄ
与珓ｓ的值做插值拟合得到珓ｒｄ关于珓ｓ的函数珓ｒｄ（珓ｓ），
这样既能准确表示珓ｒｄ又不会增加计算量。
２．３．２　升空状态球形数值解

与完全膨胀球形方程不同，升空状态的气球外

形数学模型除θ０外，还有自由度珘ａ，而由于此时有
总弧长不变的约束，正好抵消了自由度珘ａ。故只要
找到满足终值条件的θ０与珘ａ，就能得到该方程组的
唯一解。此时，在ＧＰＯＰＳ－Ⅱ中不同球形需要调整
的参数只有珟Ｍ、珓ｒ、珓ｚ的最大值、珘ａ的最小值以及ｋ（记
这五个参数为一组升空状态计算参数），相较于前

人需猜测数十组参数的多重打靶法简便不少；参数

数目固定，便于通用算法的设计。

由于当τｂ≥１０之后，θ０基本等于零，此时无
法用四阶龙格库塔法验证，文献［１０－１１］分别采

·０２·
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用打靶法、多重打靶法，得到的计算结果基本一

致，因此从侧面证实了计算结果的可靠性。表３
给出了本文与Ｂａｇｉｎｓｋｉ计算结果［１１］的比较，可以

看出，两者的计算结果基本一致，说明了本文计算

方法的有效性。表４给出了Σ＝２０时，气球升空
过程参考计算结果。图３给出了 Σ＝２时的“自
然形”气球从地面（海拔为零）到升限高度（海拔

为２０ｋｍ）的归一化升空外形曲线。从表 ４以及
图３可以得到球形随高度变化规律：随着气球升
高，零压面高度减小，气球高度减小，最大半径增

加，在１６～２０ｋｍ处球形变化剧烈。

表３　Σ＝０４的计算结果
Ｔａｂ．３　ＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｆｏｒΣ＝０．４

τｂ
本文

θ０／（°）
本文珘ａ ｋ值

Ｂａｇｉｎｓｋｉ
θ０／（°）

Ｂａｇｉｎｓｋｉ
珘ａ

１．０ ６７．９２０ －０．０００ ６７．９０６ －０．０００

１．１ ５０．９３７ －０．４７０ ５ ５０．９１６ －０．４７０

１．２ ４０．６１６ －０．６５０ ５ ４０．６００ －０．６５０

１．３ ３３．２３１ －０．７６３ ５ ３３．２１４ －０．７６４

１．４ ２７．６１３ －０．８４６ ５ ２７．６０２ －０．８４７

１．５ ２３．１９１ －０．９１２ ５ ２３．１８２ －０．９１２

２．５ ５．２７６ －１．２５３ ４ ５．２７０ －１．２５４

６．０ ０．０９８ －１．６５４ ４ ０．０９８ －１．６５４

１５ ０．０００ －１．９６５ ４ ０．０００ －１．９６５

４０ ０．０００ －２．２１３ ４ ０．０００ －２．２１３

１００ ０．０００ －２．３８４ ３ ０．０００ －２．３８４

２００ ０．０００ －２．４８４ ２ ０．０００ －２．４８４

３００ ０．０００ －２．５３２ ２ ０．０００ －２．５３２

４００ ０．０００ －２．５６３ ２ ０．０００ －２．５６３

５００ ０．０００ －２．５８５ ２ ０．０００ －２．５８５

表４　Σ＝２０时，气球升空过程参考计算结果
Ｔａｂ．４　Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｄｕｒｉｎｇ

ｂａｌｌｏｏｎａｓｃｅｎｔｆｏｒΣ＝２０

高度／ｋｍ θ０／（°） 珓ｒ最大值 珓ｚ 珘ａ

０ ０．０００ １．４１８ ８．９８７ －６．９２５

２ ０．０００ １．５１７ ８．８９１ －６．７０８

４ ０．０００ １．６３０ ８．７８０ －６．４６７

６ ０．０００ １．７５８ ８．６５１ －６．１９７

８ ０．０００ １．９０６ ８．４９９ －５．８９３

１０ ０．０００ ２．０７７ ８．３１５ －５．５４５

１２ ０．００３ ２．３０５ ８．０５８ －５．０９８

１４ ０．０６５ ２．５９６ ７．７０２ －４．５３６

１６ ０．８２６ ２．９４１ ７．２２６ －３．８７７

１８ ７．２９７ ３．３６１ ６．５１５ －３．０３４

２０ ８９．０６７ ３．９１５ ４．７１７ ０．０００

图３　Σ＝２．０时，部分高度球形曲线
Ｆｉｇ．３　Ｂａｌｌｏｏｎｐｒｏｆｉｌｅｆｏｒｐａｒｔｉａｌｈｉｇｈｔ

ｖａｌｕｅｓｗｈｉｌｅΣ＝２．０

３　通用算法设计

从２２２节的计算分析可知，对于完全膨胀
状态的“自然形”气球只需计算 Σ∈［０，２．０］即
可，经过测试，取表５的参数（珓ｒ最大值恒为２０）便
能计算任意Σ的球形。

表５　平飞状态参数取值
Ｔａｂ．５　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｏｆｄｅｓｉｇｎｂａｌｌｏｏｎ

Σ 珟Ｍ最大值 珓ｚ最大值 ｌｓ最大值

０～０．６９ １０００ ２ ５

０．６９～０．９３ １００ ３ ５

０．９３～１．１ １００ ３ ６

１．１～１．２ １００ ３ ７

１．２～２．０ １００ ６ １１

在计算升空状态的外形时发现，珓ｒ最大值以

及 珟Ｍ最大值对外形变化敏感度低，可以令 珓ｒ最大

值恒为平飞状态的无量纲最大半径，珟Ｍ最大值按

经验设定（当 Σ＜１．５时，珟Ｍ＝１０；当 Σ≥１．５时，
珟Ｍ＝１００）。结合２３２节中球形随高度的变化规

律，对于其余升空状态计算参数，采用迭代更新的

方式获取，即若已知气球在某一飞行高度的球形

数据，则利用此球形数据得到飞行高度在此高度

之上的球形计算所需的升空状态计算参数，具体

如下：珓ｚ的最大值等于球体高度，珘ａ的最小值等于

零压面高度的负值，ｋ为母线总长度与θ＝１０－３对

应的弧长的比值，设计如算法１所示。

·１２·
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算法１　球形计算通用算法
Ａｌｇ．１　Ｇｅｎｅｒａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆｓｈａｐｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

已知：在τｂ＝ｍ０时，２１组不同Σ的升空状态计算参数，

其中Σ∈［０，２］；各 Σ气球的平飞状态球形；所要计算
的球形控制因子Σ０以及高度转换后的体积比τｂ０

１．对各升空状态计算参数做插值
２．计算Σ０时，τｂ＝ｍ０的球形，记ｓｐ１，ｎ＝１

３．设定节点ｍ＝｛ｍ１，ｍ２，ｍ３，…｝及珓ｒ、珟Ｍ的最大值

４．ｉｆ　τｂ０＜ｍｎｔｈｅｎ

５．　获取ｓｐｎ的珓ｚ最大值、珘ａ及θ＝１０
－３对应的弧长ｌｎ

６．　令ｋ＝ｌｓ／ｌｎ，将 珓ｚ最大值、珘ａ最小值、ｋ更新

７．　计算τｂ＝ｍｎ时的球形，ｎ＝ｎ＋１，ｒｅｔｕｒｎ４

８．ｅｎｄｉｆ
９．ｉｆ　τｂ０≠ｍｎｔｈｅｎ

１０．　重复步骤５～６，计算τｂ＝τｂ０的球形

１１．ｅｌｓｅτｂ＝ｍｎ即为所需球形

１２．ｅｎｄｉｆ
１３．计算结束

其中，算法１中２１组升空状态计算参数见表６，
ｍ０＝５００。

表６　升空状态计算参数取值
Ｔａｂ．６　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓｖａｌｕｅｏｆｌｉｆｔｏｆｆｓｔａｔｅ

Σ 珋ｒ最大值 珋ｚ最大值 珔ａ最小值 ｋ

０ ０．２０ ２．００ －１．８５ ２

０．１ ０．２０ ２．２０ －２．００ ２

０．２ ０．２０ ２．４０ －２．２０ ２

０．３ ０．２０ ２．６０ －２．４０ ２

０．４ ０．２０ ２．８０ －２．７０ ２

０．５ ０．２０ ３．２０ －３．００ ２

０．６ ０．２０ ３．５０ －３．３０ ４

０．７ ０．２０ ３．９５ －３．７０ ４

０．８ ０．２０ ４．３０ －４．１０ ４

０．９ ０．３０ ４．８０ －４．４０ ４

１．０ ０．３０ ５．２０ －４．９０ ５

１．１ ０．３０ ５．６５ －５．３０ ５

１．２ ０．３０ ６．１５ －５．７０ ５

１．３ ０．３０ ６．６０ －６．１０ ５

１．４ ０．３５ ７．２５ －６．７５ ５

１．５ ０．３５ ７．６５ －７．２０ ５

１．６ ０．３５ ８．１０ －７．５０ ５

１．７ ０．４７ ８．５０ －７．９０ ５

１．８ ０．４７ ９．１０ －８．４０ ５

１．９ ０．４７ ９．６０ －９．００ ５

２．０ ０．４７ １０．００ －９．４０ ５

　　根据测试，算法１对常用 Σ以及任意整数 τｂ
均能完成计算，且平均用时 ２０ｓ左右，而用文
献［１２］的方法至少需４ｍｉｎ（相同计算机），且计
算时长对初值的选取更敏感。本算法在计算代价

上已大大减小，且无须猜测参数，便于快速获得大

量所需球形数据。

４　结论

本文对“自然形”气球外形方程求解进行了

系统性分析，将原问题进行无量纲化处理后转换

为最优控制形式，借助 ＧＰＯＰＳ－Ⅱ工具，对转化
得到的最优控制问题进行求解。计算结果与文献

数据对比表明了所提方法的有效性。随后分析球

形数据，设计了通用算法。该算法虽需通过迭代

计算球形，增加了计算时间，但取消了调参过程，

且相较于多重打靶法，计算代价已大大减小，便于

工程应用。
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