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黏弹性基体中挠曲电 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳米梁振动特性分析

张大鹏，吴　栋，雷勇军
（国防科技大学 空天科学学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：以黏弹性基体中的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳米梁为研究对象，综合考虑非局部效应、压电效应和挠曲电效
应的影响，基于哈密顿原理建立了系统的振动控制方程和相应的边界条件，给出了两端简支边界条件下挠曲

电纳米梁控制方程的求解方法，系统地研究了非局部参数、挠曲电系数以及黏弹性基体对挠曲电纳米梁振动

特性的影响规律。结果表明：横向挠曲电系数能显著增加挠曲电纳米梁的结构刚度，而非局部效应和切向挠

曲电系数则会降低系统的结构刚度。此外，通过研究黏弹性基体的影响规律，可得到挠曲电纳米梁不再发生

往复振动时对应的黏弹性基体临界阻尼系数。相关研究结果可为挠曲电纳米梁在俘能器中的推广应用提供

理论基础。
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　　压电俘能器［１］能收集环境中因振动产生的

机械能并转换为可供纳米元件使用的电能，具有

能量密度高和工作模式简单［２］等特性，在为纳米

元件供电方面具有极大的应用潜力。挠曲电效应

的研究是设计、分析和应用压电俘能器所涉及的

基础性问题，针对挠曲电效应开展研究具有重要

的工程意义和理论价值。

挠曲电效应考虑非均匀应变场与电场之间的

耦合关系，认为非均匀应变介质材料的电极化强

度受电场、应变和应变梯度的影响。研究压电纳

米元件力学行为的主要方法有实验测量法、分子

动力学模拟法和连续介质力学理论法。Ｍａ
等［３－４］通过实验测得了镁铌酸盐陶瓷、钛酸锶钡

陶瓷等材料具有较强的挠曲电效应，远高于早期

的预测值。Ｍａ等［５－７］还通过实验研究了应变梯

度和温度对锆钛酸铅陶瓷和钛酸钡材料的挠曲电

系数的影响。Ｈｕ等［８］基于变分原理，综合考虑

静电力、应变梯度和极化梯度，建立了纳米介质的

控制方程。Ｍａｒａｎｇａｎｔｉ等［９］开创性地将格林函数

法用于求解挠曲电问题，该方法成为求解挠曲电

问题的基本方法。实验方法和分子动力学模拟结

果均表明，压电纳米元件的力学性能在纳米尺度
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下具有明显的尺度效应［１０－１１］，经典连续介质力学

因忽略了材料的尺度效应而难以准确表达压电纳

米元件的力学特性［１２］。非局部理论［１３］的提出弥

补了连续介质力学在尺度效应方面的不足，在描

述纳米材料的力学行为方面得到广泛应用。有学

者认为，为了更准确地预测压电纳米元件的力学

性能，有必要将非局部理论与应变梯度理论相结

合［１４－１６］。Ｌｅｉ等［１７－１８］分别研究了外加黏弹性阻

尼下非局部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳米梁和非局部 Ｅｕｌｅｒ
Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的动力学特性。杨帆［１９］考虑非局部

效应，研究了表面效应对压电 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ纳
米梁弯曲变形的影响。Ｙａｎ等［２０］考虑压电纳米

材料的非局部效应，研究了表面应力、表面弹性和

表面压电效应对 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁屈曲行为和动
力学特性的影响。此外，Ｙａｎ等［２１］还基于非局部

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型，得到非均匀边界条件下压电
纳米梁的振动控制方程和谐振频率的显式表达

式。实际工程中的纳米元件多置于黏弹性材料制

成的基体中，其等效力学模型为黏弹性基体中的

梁、板等元件的分析模型，而目前综合考虑尺度效

应、挠曲电效应和基体黏弹性等因素的研究还相

对较少。

本文基于非局部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型，研究挠
曲电纳米梁在黏弹性基体中的振动特性，给出简

支边界条件下挠曲电纳米梁控制方程的求解方

法，并通过算例对非局部参数、挠曲电系数和黏弹

性基体等因素对挠曲电纳米梁振动特性的影响进

行分析，为压电纳米元件的设计、分析和应用提供

理论依据。

１　振动控制方程与边界条件

黏弹性基体中的挠曲电 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳米梁
的力学模型如图１所示。以挠曲电纳米梁的中轴
线左端点为坐标原点建立直角坐标系ｏ－ｘｚ，其中
ｘ轴沿挠曲电纳米梁中轴线指向右端，ｚ轴沿挠曲
电纳米梁的横向振动方向与ｘ轴正交。挠曲电纳
米梁的长度、宽度和高度分别为 Ｌ、ｂ和 ｈ。黏弹
性基体采用经典的 ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性基体模
型［２２］模拟，该模型在 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性基体模型的
基础上考虑了黏性阻尼的影响。基于 Ｍａｊｄｏｕｂ
等［２３－２４］对压电纳米结构的研究，在压电材料连续

介质理论的基础上考虑纳米材料的尺度效应和极

化与应变梯度的耦合，忽略了高阶极化梯度的

影响。

考虑非局部效应时，由内能密度导出的本构

方程为：

图１　黏弹性基体中的挠曲电Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳米梁
Ｆｉｇ．１　ＦｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏｎａｎｏｂｅａｍｉｎ

ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍ

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］σｉｊ＝ｃｉｊｋｌεｋｌ＋ｄｉｊｋＰｋ （１）
［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］τｉｊｋ＝ｆｉｊｋｌＰｌ （２）
Ｅｉ＝ａｉｊＰｊ＋ｄｊｋｉεｊｋ＋ｆｊｋｌｉεｊｋ，ｌ （３）

其中，ｅ０ａ和ａｉｊ分别表示非局部参数和介电常数
倒数；σｉｊ、εｉｊ和τｉｊｋ分别表示非局部应力张量、经典
应变张量和非局部高阶应力张量；Ｐｋ和 Ｅｉ分别
表示极化张量和电场张量；ｃｉｊｋｌ、ｄｉｊｋ和ｆｉｊｋｌ分别表示
与挠曲电纳米梁材料相关的弹性系数、压电系数

和挠曲电系数；
!

２＝
２

ｘ２
为Ｌａｐｌａｃｅ算子。

假设压电材料的极化方向与 ｚ轴平行，为了
简化问题，只考虑电场的 ｚ向分量，则电场可表
示为：

Ｅｚ＝－
Φ
ｚ

（４）

挠曲电纳米 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的位移场可表
示为：

ｕ＝－ｚφ（ｘ，ｔ）
ｗ＝ｗ（ｘ，ｔ{ ）

（５）

其中，ｕ和ｗ分别表示位移沿 ｘ轴和 ｚ轴的分量，
φ为挠曲电纳米梁横截面相对于ｙ轴的扭转角。

应变和应变梯度的非零分量可表示为：

εｘｘ＝－ｚ
φ
ｘ

εｘｘ，ｚ＝－
φ
ｘ

γｘｚ＝－φ＋
ｗ
ｘ

γｘｚ，ｘ＝－
φ
ｘ
＋

２ｗ
ｘ















 ２

（６）

非局部应力张量、非局部高阶应力张量和电

场的非零分量可表示为：

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］σｘｘ＝ｃ１１εｘｘ＋ｄ３１Ｐｚ （７）
［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］σｘｚ＝ｋｃ４４γｘｚ （８）
［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］τｘｘｚ＝ｆ３１１３Ｐｚ （９）
［１－（ｅ０ａ）

２
!

２］τｘｚｘ＝ｆ３１３１Ｐｚ （１０）

·９·
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　Ｅｚ＝ａ３３Ｐｚ＋ｄ３１εｘｘ＋ｆ３１１３εｘｘ，ｚ＋ｆ３１３１γｘｚ，ｘ （１１）
其中，ｋ为Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的剪切修正系数，对于矩
形截面梁，有ｋ＝５／６。

假设挠曲电纳米梁内部没有自由电势，由高

斯定理可得：

ε０Ｅｚ，ｚ＋Ｐｚ，ｚ＝０ （１２）
其中，ε０＝８．８５×１０

－１２Ｃ／（Ｖ·ｍ）为真空或空气
的介电常数。

电势的边界条件可表示为：

Φ －ｈ( )２ ＝０

Φ ｈ( )２ ＝{ Ｖ
（１３）

其中，Ｖ是施加在挠曲电纳米梁的电压。
将式（４）和式（６）代入式（１２）并综合考虑

式（１１）和式（１３），得到电势和极化强度沿 ｚ轴的
分量Φｚ和Ｐｚ的表达式分别为：

　　Φｚ＝
ｄ３１

１＋ε０ａ３３
ｚ２
２－
ｈ２( )８ φｘ＋Ｖｈｚ＋Ｖ２ （１４）

Ｐｚ＝
ε０ｄ３１
１＋ε０ａ３３

ｚφ
ｘ
＋
ｆ３１１３
ａ３３
φ
ｘ
＋

ｆ３１３１
ａ３３
φ
ｘ
－

２ｗ
ｘ( )２ － Ｖａ３３ｈ （１５）

非局部应力和非局部高阶应力关于扭转角 φ
和挠度ｗ的表达式为：

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］σｘｘ＝
ｄ３１ｆ３１１３
ａ３３

φ
ｘ
－
ｄ３１Ｖ
ａ３３ｈ

＋

ｄ３１ｆ３１３１
ａ３３

φ
ｘ
－

２ｗ
ｘ( )２ ＋ ε０ｄ

２
３１

１＋ε０ａ３３
－ｃ( )１１ ｚφｘ （１６）

　［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］σｘｚ＝ｋｃ４４ －φ＋
ｗ
( )ｘ （１７）

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］τｘｘｚ＝
ε０ｄ３１ｆ３１１３
１＋ε０ａ３３

ｚφ
ｘ
＋

ｆ３１３１ｆ３１１３
ａ３３

φ
ｘ
－

２ｗ
ｘ( )２ ＋ｆ

２
３１１３

ａ３３
φ
ｘ
－
ｆ３１１３Ｖ
ａ３３ｈ

（１８）

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］τｘｚｘ＝
ε０ｄ３１ｆ３１３１
１＋ε０ａ３３

ｚφ
ｘ
＋

ｆ３１１３ｆ３１３１
ａ３３

φ
ｘ
－
ｆ３１３１Ｖ
ａ３３ｈ

＋
ｆ２３１３１
ａ３３

φ
ｘ
－

２ｗ
ｘ( )２ （１９）

外力对挠曲电纳米梁所做的虚功 δＷ可表
示为：

∫
ｔ

０
δＷｄｔｄＶ＝∫

ｔ

０
（珚Ｎδｗ＋珚Ｍδφ）

Ｌ

０
ｄｔ－

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｂＮＱδｗｄｘｄｔ （２０）

式中：珚Ｎ和 珚Ｍ分别为挠曲电纳米梁所受的横向力
和弯矩；ＮＱ为黏弹性基体对挠曲电纳米梁的作用
力，对于 ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性基体模型，其表达

式［２２］为：

［１－ ｅ０( )ａ２
!

２］ＮＱ＝ｋｗｗ－ｋＧ!
２ｗ＋ｃｔ

ｗ
ｔ
（２１）

式中，ｋＧ、ｋｗ和 ｃｔ分别为黏弹性基体的剪切弹性
模量、Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模量和阻尼系数。

挠曲电纳米梁的动能Πｋ可表示为：

Πｋ ＝∫Ｖ
１
２ρ

ｗ
( )ｔ

２
＋ ｕ
( )ｔ[ ]２ ｄＶ （２２）

其中，ρ为挠曲电纳米梁的质量密度。
挠曲电纳米梁的应变能Ｕ可表示为：

Ｕ＝１２∫Ｖ（σｉｊεｉｊ＋τｉｊｋεｉｊ，ｋ）ｄＶ （２３）

式（２３）变分可得：

∫
ｔ

０
δＵｄｔ＝∫

ｔ

０∫Ｖ（σｘｘδεｘｘ＋σｘｚδγｘｚ）ｄＶｄｔ＋
　∫

ｔ

０∫Ｖ（τｘｘｚδεｘｘ，ｚ＋τｘｚｘδγｘｚ，ｘ）ｄＶｄｔ
＝∫

ｔ

０∫
Ｌ

０

Ｍ
ｘ
－Ｑ＋Ｍ

γ

( )ｘ δφｄｘｄｔ＋
　∫

ｔ

０∫
Ｌ

０

２Ｍγ

ｘ２
－Ｑ
( )ｘδｗｄｘｄｔ＋

　∫
ｔ

０
－（Ｍ＋Ｍγ）Ｌ

０δφｄｔ＋

　∫
ｔ

０
Ｑ－Ｍ

γ

( )ｘ δｗ＋Ｍγδ
ｗ
[ ]ｘ

Ｌ

０

ｄｔ（２４）

其中，挠曲电纳米梁单位长度的弯矩Ｍ、剪切力Ｑ
和扭矩Ｍγ的表达式分别为：

Ｍ ＝∫Ａ（σｘｘｚ＋τｘｘｚ）ｄＡ
Ｑ＝∫ＡσｘｚｄＡ
Ｍγ ＝∫Ａτｘｚｘｄ











 Ａ

（２５）

其中，Ａ为挠曲电纳米梁的横截面积。
根据哈密顿原理得到：

∫
ｔ

０
（δＷ＋δΠｋ－δＵ）ｄｔ＝０ （２６）

将式（２０）、式（２２）和式（２４）代入式（２６），并
考虑到δｗ和δφ在ｘ∈［０，Ｌ］的任意性，得到黏弹
性基体中挠曲电 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳米梁的控制方程
表达式：

Ｑ
ｘ
－

２Ｍγ

ｘ２
－ｂＮＱ＝ρＡ

２ｗ
ｔ２

（２７）

Ｑ－Ｍ
ｘ
－Ｍ

γ

ｘ
＝ρＩ

２φ
ｔ２

（２８）

同时得到黏弹性基体中挠曲电 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
纳米梁的边界条件表达式：

φ＝０或Ｍ＋Ｍγ＝－珚Ｍ （２９）

·０１·
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ｗ＝０或 Ｑ－Ｍ
γ

ｘ
＝珚Ｎ （３０）

ｗ
ｘ
＝０或Ｍγ＝０ （３１）

将弯矩 Ｍ、剪切力 Ｑ和扭矩 Ｍγ 的表达
式（２５）代入挠曲电纳米梁的控制方程中，可得挠
曲电纳米梁控制方程的具体表达式：

ｆ２３１３１
ａ３３
ｈ

４ｗ
ｘ４
－ｋｃ４４ｈ

φ
ｘ
＋ｋｃ４４ｈ

２ｗ
ｘ２
－

［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ｋｗｗ－ｋＧ!
２ｗ＋ｃｔ

ｗ
( )ｔ－

ｆ３１１３ｆ３１３１
ａ３３

＋
ｆ２３１３１
ａ( )
３３
ｈ

３φ
ｘ３

＝［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ρｈ
２ｗ
ｔ２

（３２）

ｆ３１３１ｆ３１１３
ａ３３

＋
ｆ２３１３１
ａ( )
３３
ｈ

３ｗ
ｘ３
＋ｋｃ４４ｈ

ｗ
ｘ
－

ｋｃ４４ｈφ－
ε０ｄ

２
３１

１＋ε０ａ３３
－ｃ( )１１ ｈ３１２

２φ
ｘ２
－

（ｆ３１３１＋ｆ３１１３）
２

ａ３３
ｈ

２φ
ｘ２

＝［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］ρｈ
３

１２
２φ
ｔ２

（３３）

同样地，挠曲电纳米梁边界条件可具体表示为：

φ＝０或 －
ｆ２３１３１
ａ３３
＋
ｆ３１３１ｆ３１１３
ａ( )
３３

Ａ
２ｗ
ｘ２
＋

ε０ｄ
２
３１

１＋ε０ａ３３
－ｃ( )１１ Ｉ＋Ａ（ｆ３１１３＋ｆ３１３１）

２

ａ[ ]
３３

φ
ｘ
＋

ＡＶ
ａ３３ｈ
（ｆ３１１３＋ｆ３１３１）＝－珚Ｍ １－（ｅ０ａ）

２
!

[ ]２ （３４）

ｗ＝０或 Ａ
ｆ２３１３１
ａ３３
３ｗ
ｘ３
＋Ａｋｃ４４

ｗ
ｘ
－

Ａ
ｆ３１１３ｆ３１３１
ａ３３

＋
ｆ２３１３１
ａ( )
３３

２φ
ｘ２
－

Ａｋｃ４４φ＝［１－（ｅ０ａ）
２
!

２］珚Ｎ （３５）

ｗ
ｘ
＝０或

ｆ３１１３ｆ３１３１
ａ３３

＋
ｆ２３１３１
ａ( )
３３

φ
ｘ
－

ｆ３１３１Ｖ
ａ３３ｈ

－
ｆ２３１３１
ａ３３
２ｗ
ｘ２
＝０ （３６）

为了便于计算和分析，引入以下无量纲参数：

珋ｘ＝ｘＬ，珔ｗ＝
ｗ
Ｌ，α＝

ｅ０ａ
Ｌ，珋ｃ１１＝ｃ１１Ｌ，珋ｃ４４＝ｃ４４Ｌ，η＝

ｈ
Ｌ，

珋ｋｗ＝
ｋｗＬ

２

珋ｃ４４
，珋ｋＧ＝

ｋＧ
珋ｃ４４
，τ＝ｔＬ

珋ｃ４４
ρ槡Ｌ
，珋ｃｔ＝

ｃｔＬ
ρ珋ｃ４４槡 Ｌ

。

将以上无量纲参数代入式（３２）和式（３３），可得
挠曲电纳米梁控制方程的无量纲形式，其表达式为：

Ｅ１
４珔ｗ
珋ｘ４
＋Ｅ２

２珔ｗ
珋ｘ２
－Ｅ３

３珔φ
珋ｘ３
－Ｅ２

珔φ
珋ｘ
－

１－α２ 
２

珋ｘ( )２ 珋ｋｗ珔ｗ－珋ｋＧ
２珔ｗ
珋ｘ２
＋珋ｃｔ
珔ｗ
( )τ

＝ １－α２ 
２

珋ｘ( )２ η２珔ｗτ２ （３７）

Ｅ３
３珔ｗ
珋ｘ３
＋Ｅ２

珔ｗ
珋ｘ
－Ｅ４

２珔φ
珋ｘ２
－Ｅ２珔φ

＝ １－α２ 
２

珋ｘ( )２ η３１２
２珔φ
τ２

（３８）

其中：

Ｅ１＝
ｆ２３１３１η
ａ３３珋ｃ４４Ｌ

Ｅ２＝ｋη

Ｅ３＝
ｆ３１１３ｆ３１３１
ａ３３珋ｃ４４Ｌ

＋
ｆ２３１１３
珋ｃ４４ａ３３( )Ｌη

Ｅ４＝
ε０ｄ

２
３１Ｌ

珋ｃ４４ １＋ε０ａ( )３３
－
珋ｃ１１
珋ｃ[ ]
４４

η３
１２＋

（ｆ３１３１＋ｆ３１１３）
２η

珋ｃ４４ａ３３















Ｌ
（３９）

对于自由振动问题，施加电压Ｖ、剪力珚Ｎ和弯
矩 珚Ｍ均为零，可得自由振动状态下挠曲电纳米梁
边界条件的无量纲形式，其表达式为：

Ｅ１
３珔ｗ
珋ｘ３
＋Ｅ２

珔ｗ
珋ｘ
－Ｅ３

２珔φ
珋ｘ２
－Ｅ２珔φ＝０或 珔ｗ＝０

（４０）

Ｅ４
珔φ
珋ｘ
－Ｅ３

２珔ｗ
珋ｘ２
＝０或 珔φ＝０ （４１）

Ｅ３
珔φ
珋ｘ
－Ｅ１

２珔ｗ
珋ｘ２
＝０或 珔ｗ

珋ｘ
＝０ （４２）

２　振动控制方程求解

本节给出简支边界条件下挠曲电纳米梁控制

方程的求解方法。设挠曲电纳米梁的无量纲控制

方程式（３７）和（３８）的解形式为：
珔ｗ（珋ｘ，τ）＝珚Ｗ（珋ｘ）ｅｉΩτ

珔φ（珋ｘ，τ）＝珡Φ（珋ｘ）ｅｉ{ Ωτ （４３）

其中：珚Ｗ（珋ｘ）和珡Φ（珋ｘ）为相应的振型；ｉ为虚数单位
且有ｉ２＝－１；Ω为挠曲电纳米梁的无量纲固有频
率，与有量纲的固有频率ω的转换关系为：

Ω＝ωＬ ρＬ
珋ｃ槡４４

（４４）

将式（４３）代入式（３７）和式（３８），可将挠曲电
纳米梁的无量纲控制方程表示为：

（Ｅ１－珋ｋＧα
２）
ｄ４珚Ｗ
ｄ珋ｘ４
－Ｅ３

ｄ３珡Φ
ｄ珋ｘ３
＋（Ｅ２＋珋ｋＧ＋珋ｋｗα

２）
ｄ２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋

（ｉ珋ｃｔα
２Ω－ηΩ２α２）ｄ

２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋（Ω２η－ｉ珋ｃｔΩ－珋ｋｗ）珚Ｗ－

Ｅ２
ｄ珡Φ
ｄ珋ｘ
＝０ （４５）

·１１·
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Ｅ３
ｄ３珚Ｗ
ｄ珋ｘ３
＋Ｅ２

ｄ珚Ｗ
ｄ珋ｘ
＋ η

３Ω２
１２ －Ｅ( )２ 珡Φ－

Ｅ４＋
η３α２Ω２( )１２

ｄ２珡Φ
ｄ珋ｘ２
＝０ （４６）

同样地，挠曲电纳米梁的无量纲边界条件

式（４０）～（４２）可表示为：

Ｅ１
ｄ３珚Ｗ
ｄ珋ｘ３
＋Ｅ２

ｄ珚Ｗ
ｄ珋ｘ
－Ｅ３

ｄ２珡Φ
ｄ珋ｘ２
－Ｅ２珡Φ＝０或 珚Ｗ＝０

（４７）

－Ｅ３
ｄ２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＋Ｅ４

ｄ珡Φ
ｄ珋ｘ
＝０或珡Φ＝０ （４８）

Ｅ３
ｄ珡Φ
ｄ珋ｘ
－Ｅ１

ｄ２珚Ｗ
ｄ珋ｘ２
＝０或ｄ

珚Ｗ
ｄ珋ｘ
＝０ （４９）

设简支边界条件下挠曲电纳米梁的振型

珚Ｗ（珋ｘ）和珡Φ（珋ｘ）的表达式为：
珚Ｗ（珋ｘ）＝珚Ｗｎｅ

－ｉβ珋ｘ

珡Φ（珋ｘ）＝珡Φｎｅ
－ｉβ珋{ ｘ

（５０）

将式（５０）代入式（４５）和式（４６），挠曲电纳米
梁的控制方程可表示为：

（Ｅ２＋珋ｋｗα
２＋珋ｋＧ＋ｉ珋ｃｔα

２Ω－ηΩ２α２）β２珚Ｗｎ＋
（Ｅ１－珋ｋＧα

２）β４珚Ｗｎ－ｉ（Ｅ３β
３－Ｅ２β）珡Φｎ＋

（Ω２η－ｉ珋ｃｔΩ－珋ｋｗ）珚Ｗｎ＝０ （５１）

β２ Ｅ４＋Ω
２α２η

３( )１２ － Ｅ２－η
３

１２Ω( )[ ]２ 珡Φｎ＋

ｉ（Ｅ３β
３－Ｅ２β）珚Ｗｎ＝０ （５２）
珚Ｗｎ和珡Φｎ的非零解可以通过令变量矩阵的

行列式（即特征方程）为零得到，即

ａ１Ω
４＋ｉａ２Ω

３＋ａ３Ω
２＋ｉａ４Ω＋ａ５＝０ （５３）

其中：

ａ１＝
η４
１２（１＋α

２β２）２ （５４）

ａ２＝－
η３
１２珋ｃｔ（１＋α

２β２）２ （５５）

ａ３＝η（１＋α
２β２）（Ｅ４β

２－Ｅ２）＋
β２η３
１２（１＋α

２β２）（Ｅ１β
２－Ｅ２）－

（１＋α２β２）２（珋ｋｗ＋珋ｋＧβ
２） （５６）

ａ４＝－珋ｃｔ（１＋α
２β２）（Ｅ４β

２－Ｅ２） （５７）
ａ５＝－（Ｅ４β

２－Ｅ２）（珋ｋｗ＋珋ｋＧβ
２）（１＋α２β２）＋

β２（Ｅ４β
２－Ｅ２）（Ｅ１β

２－Ｅ２）＋
（Ｅ３β

３－Ｅ２β）（Ｅ２β－Ｅ３β
３） （５８）

通过数值方法求解式（５３），即可得到挠曲电
纳米梁的无量纲固有频率。需要说明的是，对于

式（４０）～（４２）给出的其他类型边界条件下挠曲
电纳米梁振动特性分析问题，可以采用文

献［１６－１８］等常使用的分布参数系统的传递函

数方法较方便地得到问题的解。

３　算例分析

首先通过与文献计算结果进行对比，验证所

建模型和控制方程求解方法的正确性。在此基础

上，系统地研究非局部效应、挠曲电系数和黏弹性

基体对挠曲电纳米梁振动特性的影响规律。如无

特殊说明，挠曲电纳米梁的参数设置［２５－２７］如下：

挠曲电纳米梁的长度 Ｌ、高度 ｈ和宽度 ｂ分别为
２０ｎｍ、２ｎｍ和２ｎｍ，挠曲电纳米梁材料的弹性模
量ｃ１１和ｃ１４分别为１３１ＧＰａ和４２９ＧＰａ，横向挠曲
电系数ｆ３１１３和切向挠曲电系数 ｆ３１３１分别为５Ｖ和
４Ｖ，质量密度ρ、介电常数倒数ａ３３和压电系数ｄ３１
分别为 ６０２０ｋｇ／ｍ３、０７９×１０８（Ｖ·ｍ）／Ｃ和
１８７×１０８ Ｖ／ｍ，ｖｉｓｃｏＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性基体的
Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模量 ｋｗ、剪切模量 ｋＧ和阻尼系数 ｃｔ
分别为 ０１ＧＰａ／ｎｍ、０２５ＧＰａ／ｎｍ和 ０１ＭＰａ·
ｎｓ／ｎｍ。

３．１　模型验证

文献［２５］针对具有表面效应和挠曲电效应
的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁开展研究，利用变分原理和
Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，得到压电纳米梁的控制方程和边
界条件，分别求解简支均匀载荷下压电纳米梁的

静态弯曲和自由振动问题，但是其忽略了压电纳

米元件的尺度效应和在实际工程应用时的工作环

境。本节先忽略黏弹性基体的影响，通过对比本文

提出的控制方程求解方法下计算得到的一阶无量纲

固有频率和参考文献［２５］得到的一阶无量纲固有频
率，以验证本文控制方程求解方法的正确性。

表１给出简支边界条件下一阶无量纲固有频
率本文解和文献［２５］的解的对比情况。由表１可
知，本文提出的控制方程求解方法在简支边界条件

下一阶无量纲固有频率的解与文献［２５］得到的解
的相对误差均在１％以内，这验证了本文解法的正
确性。此外，挠曲电纳米梁的一阶无量纲固有频率

随着长细比的增大而减小，显然这是由于结构整体

刚度随着长细比的增大而减小引起的。

３．２　参数影响分析

以上节分析为基础，本节系统分析非局部参

数、挠曲电系数和黏弹性基体对挠曲电纳米梁振

动特性的影响规律。

３．２．１　非局部参数影响分析
本节分析简支边界条件下非局部参数对挠曲

电纳米梁振动特性的影响规律。不同非局部参数

α下挠曲电纳米梁的一阶至三阶无量纲固有频率

·２１·
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见表２。由表２可以看出，当挠曲电纳米梁置于
黏弹性基体中时，无量纲固有频率的虚部非零。

随着非局部参数α的增大，各阶无量纲固有频率

实部呈下降趋势，这是因为非局部效应会减弱结

构刚度；同时非局部参数 α对不同阶无量纲固有
频率虚部有微弱的影响。

表１　简支边界条件下一阶无量纲固有频率解对比
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｉｎｔｒｉｎｓｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙｕｎｄｅｒｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

方法
Ｌ／ｈ

５ １０ １５ ２０ ２５ ３０

本文 ０．５３１３６ ０．２７９６３ ０．１８８３５ ０．１４１７８ ０．１１３６２ ０．０９４７７

文献［２５］ ０．５３１１５ ０．２７９６０ ０．１８８３４ ０．１４１７７ ０．１１３６１ ０．０９４７７

相对误差／％ ０．０３９５４ ０．０１０７３ ０．００５３１ ０．００７０５ ０．００８８０ ０

表２　不同非局部参数下挠曲电纳米梁的无量纲固有频率
Ｔａｂ．２　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

简支边

界条件

无黏弹性基体 有黏弹性基体

α＝０．０ α＝０．２ α＝０．４ α＝０．０ α＝０．２ α＝０．４

一阶 ０．７８４３ ０．６６４９ ０．４８８４ ０．８８０６＋０．０１７６ｉ ０．７７５５＋０．０１７６ｉ ０．６３１６＋０．０１７６ｉ

二阶 ３．２４７４ ２．０２２１ １．２００６ ３．２７６５＋０．０１７８ｉ ２．０６８４＋０．０１７８ｉ １．２７７１＋０．０１７７ｉ

三阶 ６．９６７５ ３．２６５３ １．７８６４ ６．９８３８＋０．０１７０ｉ ３．２９９８＋０．０１７０ｉ １．８４８７＋０．０１７０ｉ

　　挠曲电纳米梁无量纲固有频率实部之比随非
局部参数 α的变化曲线如图２所示。由图２可
知，无论挠曲电纳米梁是否置于黏弹性基体中，各

阶无量纲固有频率之比均随着非局部参数 α的
增大而减小，且减小幅度随着频率阶次的增加而

增大。由于黏弹性基体的支撑作用在一定程度上

增加了结构的刚度，因此相对于无黏弹性基体支

撑的挠曲电纳米梁，置于黏弹性基体中的挠曲电

纳米梁的固有频率之比减小幅度相对较小。

３．２．２　挠曲电系数影响分析
本节分析简支边界条件下挠曲电系数对挠曲

电纳米梁振动特性的影响规律，其中非局部参数

α设为０２，在分析横向挠曲电系数ｆ３１１３对挠曲电
纳米梁振动特性的影响规律时，取切向挠曲电系

数ｆ３１３１＝１Ｖ；而在分析切向挠曲电系数 ｆ３１３１对挠
曲电纳米梁振动特性的影响规律时，取横向挠曲

电系数ｆ３１１３＝１０Ｖ。
图３和图４分别是挠曲电纳米梁一阶至三阶

无量纲固有频率实部随横向挠曲电系数 ｆ３１１３和切
向挠曲电系数 ｆ３１３１的变化曲线。由于挠曲电
ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ纳米梁也会受到横向挠曲电系数
ｆ３１１３的影响，图３中同时对比了横向挠曲电系数
ｆ３１１３对挠曲电 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳米梁和挠曲电 Ｅｕｌｅｒ
Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ纳米梁一阶无量纲固有频率实部的影
响。由图３可知，挠曲电纳米梁的各阶无量纲固
有频率实部随着横向挠曲电系数 ｆ３１１３的增加近似

图２　挠曲电纳米梁无量纲固有频率实部之比
随非局部参数α的变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ
ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｗｉｔｈ

ｎｏｎｌｏｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓα

呈线性增大趋势，且增大幅度随频率阶次的增加

而增大，说明横向挠曲电系数 ｆ３１１３有增加挠曲电
纳米梁结构刚度的效果。挠曲电 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳
米梁的一阶无量纲固有频率实部大于挠曲电

ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ纳米梁的一阶无量纲固有频率实
部，且横向挠曲电系数 ｆ３１１３对挠曲电 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
纳米梁一阶无量纲固有频率实部的影响幅度大于

对挠曲电ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ纳米梁一阶无量纲固有

·３１·
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频率实部的影响幅度。

图３　挠曲电纳米梁无量纲固有频率实部随
横向挠曲电系数ｆ３１１３的变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ
ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｗｉｔｈ
ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆ３１１３

由图４可知，挠曲电纳米梁的一阶至三阶无
量纲固有频率均随着切向挠曲电系数 ｆ３１３１的增大
而减小，且减小幅度随着频率阶次的增加而增大，

这说明切向挠曲电系数ｆ３１３１对挠曲电纳米梁的结
构刚度有一定的削弱作用。

图４　挠曲电纳米梁无量纲固有频率实部随
切向挠曲电系数ｆ３１３１的变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ
ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｗｉｔｈ
ｔｈｅｔａｎｇｅｎｔｉａｌｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆ３１３１

３．２．３　黏弹性基体影响分析
本节分析简支边界条件下黏弹性基体对挠曲

电纳米梁振动特性的影响规律，其中，非局部参数

α设为０２，黏弹性基体的阻尼系数 ｃｔ的取值范
围为［０ＭＰａ·ｎｓ／ｎｍ，５０ＭＰａ·ｎｓ／ｎｍ］。

图５和图６分别是挠曲电纳米梁一阶至三阶
无量纲固有频率实部和虚部随黏弹性基体的阻尼

图５　挠曲电纳米梁无量纲固有频率实部随
黏弹性基体的阻尼系数ｃｔ的变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｒｅａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ
ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍｗｉｔｈ
ｔｈｅｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｔｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍ

图６　挠曲电纳米梁无量纲固有频率虚部随
黏弹性基体的阻尼系数ｃｔ的变化曲线

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆｔｈｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｎａｎｏｂｅａｍ
ｗｉｔｈｔｈｅｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｔｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍ
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系数ｃｔ的变化曲线。由图５可知，当黏弹性基体
的阻尼系数 ｃｔ大于临界阻尼系数 ｃｔ＿ｃｒｉｔ时，各阶无
量纲固有频率实部降为零，这表明此时挠曲电纳

米梁不再发生往复振动。临界阻尼系数ｃｔ＿ｃｒｉｔ随着
频率阶次的增加而增大，且增大黏弹性基体的

Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模量 ｋｗ能增大临界阻尼系数 ｃｔ＿ｃｒｉｔ。
当黏弹性基体的阻尼系数 ｃｔ小于各阶临界阻尼
系数 ｃｔ＿ｃｒｉｔ时，挠曲电纳米梁的无量纲固有频率实
部随着黏弹性基体的阻尼系数 ｃｔ的增大而减小，
且减小幅度逐渐增大。由图６可知，黏弹性基体
的阻尼系数 ｃｔ对各阶无量纲固有频率的虚部影
响曲线在各阶临界阻尼系数ｃｔ＿ｃｒｉｔ处发生突变。当
黏弹性基体的阻尼系数 ｃｔ小于各阶的临界阻尼
系数 ｃｔ＿ｃｒｉｔ时，各阶无量纲固有频率虚部随着黏弹
性基体的阻尼系数 ｃｔ的增大呈线性增大趋势。
当黏弹性基体的阻尼系数 ｃｔ大于各阶的临界阻
尼系数 ｃｔ＿ｃｒｉｔ时，各阶固有频率的虚部随着黏弹性
基体的阻尼系数ｃｔ的增加而逐渐增大，但是增大
幅度逐渐减小。

４　结论

本文以黏弹性基体中的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纳米梁
为研究对象，综合考虑了非局部效应、压电效应和

挠曲电效应等因素的影响，基于哈密顿原理建立

了系统的控制方程和相应的边界条件，给出了简

支边界条件下挠曲电纳米梁控制方程的求解方

法，并通过算例验证了本文模型和控制方程求解

方法的正确性，并较系统地研究了简支边界条件

下非局部参数、挠曲电系数和黏弹性基体对挠曲

电纳米梁振动特性的影响规律。主要结论如下：

１）非局部效应会削弱挠曲电纳米梁的结构
刚度，无量纲固有频率实部之比随着非局部参数

α的增大而减小，且减小幅度随着频率阶次的增
加而增大。

２）横向挠曲电系数ｆ３１１３能增加挠曲电纳米梁
的结构刚度，且对 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的影响幅度大于
对ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的影响幅度；切向挠曲电系
数ｆ３１３１对挠曲电纳米梁的结构刚度有一定的削弱
作用。

３）挠曲电纳米梁不发生往复振动对应的临
界阻尼系数 ｃｔ＿ｃｒｉｔ随着频率阶次和黏弹性基体的
Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性模量ｋｗ的增加而增大。当黏弹性基
体的阻尼系数 ｃｔ小于各阶临界阻尼系数 ｃｔ＿ｃｒｉｔ时，
挠曲电纳米梁的各阶无量纲固有频率的实部随着

黏弹性基体阻尼系数 ｃｔ的增大而减小，且减小幅
度逐渐增大；而虚部随黏弹性基体阻尼系数 ｃｔ的

增大呈线性增加。当黏弹性基体的阻尼系数 ｃｔ
大于各阶临界阻尼系数 ｃｔ＿ｃｒｉｔ时，挠曲电纳米梁的
无量纲固有频率实部均为零；挠曲电纳米梁的无

量纲固有频率的虚部随着黏弹性基体的阻尼系数

ｃｔ的增加而逐渐增大，但增大幅度逐渐减小。
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