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摘　要：为研究集群的形成与否和半径大小之间的关系，主要考虑了具有单个领导的一般等级结构及其
领导者速度不变的ＣｕｃｋｅｒＳｍａｌｅ模型。探讨了自由意志对集群产生的影响，通过证明可以给出半径有下界的
充分条件（下界和速度差、粒子数、通信强度等有关）。当半径大于下界时，会产生集群。通过 ＭＡＴＬＡＢ数值
仿真验证了相关结论。
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　　鸟群、鱼群等自然界的动物具有自组织的群
体效果，即：使用局部信息和简单规则便可从无序

的状态过渡到有序运动中。匈牙利著名的生物物

理学家Ｖｉｃｓｅｋ［１］率先提出了一种刻画集群行为的
动力学模型；之后，Ｊａｄｂａｂａｉｅ等［２］基于一定的假

设条件从数学的角度严格证明了上述实验的正确

性，但这样的行为演化规则过于理想化。因此，

２００７年Ｃｕｃｋｅｒ和Ｓｍａｌｅ［３－４］提出了一个非常有实
际意义的集群模型，后来把它称为 ＣｕｃｋｅｒＳｍａｌｅ
模型（简称 ＣＳ模型）。这种模型考虑了个体数
量以及个体在空间的几何关系。Ｈａ等［５］利用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函的技巧对ＣＳ模型进行了一个简洁
的分析并改进 Ｃｕｃｋｅｒ［３］和 Ｔａｄｍｏｒ［６］的结果，Ｈａ
发现对于长程相互作用的 ＣＳ模型，系统会以指
数收敛速度达到无条件的同步，即对任意给定的

初值，所有个体的速度会指数收敛到同一值，但对

于短程相互作用的 ＣＳ模型，要想达到同步性的

结果，就需要对初值加以限制。此后，出现了大量

的数学模型来研究群体行为［７－１０］。

生物学家Ｂａｌｌｅｒｉｎ和他的团队在研究鸟类集
群时发现每一个鸟只能够直接地影响它周围的六

七只鸟，并在一些生物系统比如蚁群、鱼群以及蜂

群中发现每个个体主要被其周围个体所影

响［１１－１３］。所以，２０１６年 Ｃｕｃｋｅｒ和 Ｄｏｎｇ［１４］提出
了受最小邻居集影响的模型，同年金春银［１５］在其

博士论文中研究了局部ＣＳ模型在同步状态附近
的大时间行为。

从２０世纪８０年代开始，生物学家揭示了每
一个生命体———小到单细胞组织大到人类都存在

着自由意志［１６－１８］。在此基础上的研究工作有：

Ｃｕｃｋｅｒ［１９］在ＣＳ模型中增加了自由意志，其定义
的自由意志依赖于跟其他个体的相对速度；２００８
年，Ｓｈｅｎ［２０］在他的连续 ＨＬ模型中考虑了自由意
志；Ｄｏｎｇ［２１］在２０１３年研究了具有自由意志的离
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散ＨＬ模型；２０１６年，李乐［２２］在其博士论文中将

自由意志引入等级结构中，研究了具有等级结构

和自由意志的多智能体复杂系统的集群控制。

除此之外，有科学研究发现在集群运动中广

泛存在着领导和跟随关系，例如，Ｖｉｃｓｅｋ发现鸽子
长途飞行中就存在着这种关系［２３］。其他科学家

也发现，当几只工蜂发现蜜源，就会回来通知其他

蜜蜂一起去采蜜，而这几只有经验的工蜂就会担

当领导者的角色［２４］。所以基于以上发现，Ｌｉ和
Ｘｕｅ［２５］提出了一个离散的集群模型，在这个模型
中存在一个全局领导者，它不受其他个体的影响，

但其直接或间接地影响着其他个体。

在总结上述研究后发现，人们将局部交流函

数引入等级结构中的研究还很少；再直观地想，集

群的形成应该和半径有关，而此类结论同样也很

少见。因此，本文主要考虑带有局部交流函数及

自由意志的等级ＣＳ模型。首先讨论领导者速度
变化的情形，然后考虑领导者速度恒定不变的情

形，最后给出数值仿真。

１　局部交流函数下的等级结构

１．１　基本定义

考虑两个等级的局部 ＣＳ模型，领导者处于
第一层级，其位移速度描述为：

　

ｄｘｐ（ｔ）
ｄｔ ＝ｖｐ（ｔ）

ｄｖｐ（ｔ）
ｄｔ ＝α∑

ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｐ
ｂｐｊ（ｘｊ（ｔ）－ｘｐ（ｔ））·

　　　　（ｖｊ（ｔ）－ｖｐ（ｔ））＋ｆｐ（ｔ













）

（１）

第二层级为Ｎ个追随者，其位移速度描述为：

　

ｄｘｉ（ｔ）
ｄｔ ＝ｖｉ（ｔ）

ｄｖｉ（ｔ）
ｄｔ ＝α ∑

ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝，ｊ≠ｉ
ｂｉｊ（ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ））·

　　　　（ｖｊ（ｔ）－ｖｉ（ｔ））＋ｆｉ（ｔ













）

（２）
其中：

ｂｉｊ（‖ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）‖）＝
χｒ（‖ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）‖）

Ｎｉ（ｔ）
Ｎｉ（ｔ）＝ｃａｒｄ｛ｊ：ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ） ＜ｒ｝

χｒ（ｓ）＝
（ｓ）ｓ≤ｒ
０{ ｓ＞ｒ

ｘｉ∈ＲＲ
ｄ，ｖｉ∈ＲＲ

ｄ，α为通信强度，Ｎ ＝｛１，…，Ｎ｝，
ｆｉ（ｔ）为自由意志。局部交流函数描述为：对给定
的交流半径ｒ，小于交流半径有联系，大于交流半
径则失去联系，通信函数 （ｓ）具体表现形式为

（ｓ）＝１／（１＋ｓ２）β（０≤β＜０５）或（ｓ）≡１。

注意到 χｒ（ｓ）≤ １，因此 ∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠１
ｂｉｊ（‖ｘｊ（ｔ） －

ｘｉ（ｔ）‖）＜１，进而令 ｂｉｉ ＝１－∑
ｊ≠ｉ
ｂｉｊ，对于

（ｓ）＝１／（１＋ｓ２）β（β＜０．５），ｒ＝∞，由已有结
论可知其无条件集群［３－６］。

本文主要目的是给出与初值相关的最小半径

的充分条件并给予证明。此模型更加贴近现实，

原因为：一是粒子不再是全域交互而是局部信息

交互，二是考虑了现实中广泛存在的等级结构，三

是考虑了粒子本身固有动力学特性即自由意志。

首先给出集群的定义即位移和速度有界。

定义１　多智能系统式（１）和式（２）有渐近
解当且仅当其解｛ｘｉ，ｖｉ｝（ｉ＝１，…，Ｎ）满足以下
两个条件：

１）速度差关于时间有界，即：

ｌｉｍ
ｔ→∞
∑
Ｎ

ｉ＝１
‖ｖｉ（ｔ）－ｖｃ‖

２ ＜Ｃ

其中ｖｃ为一个常向量，Ｃ为一个常数。
２）位移差关于时间有界，即：

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｓｕｐ
ｉ，ｊ∈Ｎ
‖ｘｉ（ｔ）－ｘｊ（ｔ）‖

２ ＜∞，Ｎ ＝｛１，…，Ｎ｝

那么根据定义，为证系统形成集群只需证明

位移速度有界：ｌｉｍ
ｔ→∞
ｄＸ（ｔ）＜∞以及ｌｉｍｔ→∞ｄＶ（ｔ）＜Ｃ，

其中ｄＸ（ｔ）＝ ｍａｘ
ｉ，ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝

‖ｘｉ（ｔ）－ｘｊ（ｔ）‖，ｄＶ（ｔ）＝

ｍａｘ
ｉ，ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝

‖ｖｉ（ｔ）－ｖｊ（ｔ）‖。

１．２　局部函数下的一般等级结构

定理１　若（ｘｊ（ｔ），ｖｊ（ｔ））是式（１）和式（２）

的解，自由意志ｆｉ（ｓ）满足∫
ｔ

０
‖ｆｉ（ｓ）－ｆｊ（ｓ）‖ｄｓ＝

δｉｊ＜∞且最小半径满足

ｍａｘ｛ｄＶ１ｐ（０），ｄＶ２ｐ（０）｝＋
α
Ｃ１
ｄＶ１（０）＋ １＋

α
Ｃ( )
１
·

∫
ｔ

０
‖ｆｉ（ｓ）－ｆｊ（ｓ）‖ｄｓ≤

α
Ｎ＋１∫

ｒ

ｄＸ１（０）
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ

那么此系统会形成集群。

证明：由局部交流函数可知粒子无法与每个

粒子进行交互，因此考虑两种情形 ——— 情形１：
ｉ∈εｐ（ｔ）；情形２：ｉ∈εｊ（ｔ），ｊ≠ｐ，即ｉ处在领导
ｐ半径内或其他粒子 ｊ半径内，其中 εｊ（ｔ）＝
ｃａｒｄ｛ｉ：‖ｘｉ－ｘｊ‖ ＜ｒ｝。证明前引入以下标记：

ｄＶ１ｐ（ｔ）＝ｍａｘｉ∈εｐ（ｔ）
｛‖ｖｉ－ｖｐ‖｝

ｄＸ１ｐ（ｔ）＝ｍａｘｉ∈εｐ（ｔ）
｛‖ｘｉ－ｘｐ‖｝

ｄＶ２ｐ（ｔ）＝ｍａｘ｛‖ｖｉ－ｖｊ‖｝
ｄＸ２ｐ（ｔ）＝ｍａｘ｛‖ｘｉ－ｘｊ‖｝

·１１·
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ｄＶ１（ｔ）＝ｍａｘ｛‖ｖｉ（ｔ）－ｖｊ（ｔ）‖｝
ｄＸ１（ｔ）＝ｍａｘ｛ｄＸ１ｐ（ｔ），ｄＸ２ｐ（ｔ）｝

首先直接计算可得：

　〈ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ），ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ）〉

＝〈α∑
ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝

ｂｉｊｖｊ（ｔ）－α∑
ｌ∈Ｎ
ｂｐｌｖｌ（ｔ）－αｖｉ（ｔ）＋

　αｖｐ（ｔ）＋ｆｉ（ｔ）－ｆｐ（ｔ），ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ）〉

≤α∑
ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝
∑
ｌ∈Ｎ，ｌ≠ｊ

ｂｉｊｂｐｌ〈ｖｊ（ｔ）－ｖｌ（ｔ），ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ）〉－

　α〈ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ），ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ）〉＋〈ｆｉ（ｔ）－ｆｐ（ｔ），
　ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ）〉 （３）
又因为

ｄ
ｄｔｄ

２
Ｖ１ｐ（ｔ）＝

ｄ
ｄｔ（ｍａｘｉ∈εｐ（ｔ）

｛‖ｖｉ－ｖｐ‖｝）
２

＝２ｍａｘ
ｉ∈εｐ（ｔ）

〈ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ），ｖｉ（ｔ）－ｖｐ（ｔ）〉

那么可以得到不等式：

ｄ
ｄｔｄＶ１ｐ（ｔ）≤αｄＶ１（ｔ）－

αχ２（ｄＸ１（ｔ））
Ｎ＋１ ｄＶ１（ｔ）＋

‖ｆｉ（ｔ）－ｆｐ（ｔ）‖ －αｄＶ１ｐ（ｔ） （４）

对于
ｄ
ｄｔｄＶ１（ｔ）这一项，将证明在情形１和情

形２下均满足：
ｄ
ｄｔｄＶ１（ｔ）≤－Ｃ１ｄＶ１（ｔ）＋‖ｆｉ（ｔ）－ｆｊ（ｔ）‖

Ｃ１ ＝
αχ２（ｄＸ１（ｔ））
Ｎ＋

{
１

（５）
首先在情形１中构造如下能量函数：

Ｅ１ｐ（ｔ）＝ｄＶ１ｐ（ｔ）＋
α
Ｎ＋１∫

ｄＸ１（ｔ）

０
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ－

１＋αＣ( )
１
∫
ｔ

０
‖ｆｉ（ｓ）－ｆｐ（ｓ）‖ｄｓ＋

α
Ｃ１
ｄＶ１（ｔ）

对构造的能量函数求导得 Ｅ′１ｐ（ｔ）≤ ０，那么有
Ｅ１ｐ（ｔ）≤Ｅ１ｐ（０），化简后有：

ｄＶ１ｐ（ｔ）＋
α
Ｃ１
ｄＶ１（ｔ）≤ｄＶ１ｐ（０）＋

α
Ｎ＋１∫

ｄＸ１（０）

ｄＸ１ｐ（ｔ）
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ＋

α
Ｃ１
ｄＶ１（０）＋ １＋

α
Ｃ( )
１
∫
ｔ

０
‖ｆｉ（ｓ）－ｆｊ（ｓ）‖ｄｓ

由 定 理 条 件 有 ｄＶ１ｐ（ｔ） ＋
α
Ｃ１
ｄＶ１（ｔ） ≤

α
Ｎ＋１∫

ｒ

ｄＸ１ｐ（ｔ）
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ，而 ｄＶ１ｐ（ｔ），

α
Ｃ１
ｄＶ１（ｔ），χ

２
ｒ（ｓ）

均为正数，则有ｄＸ１ｐ（ｔ）≤ｒ。
对于情形２，可以找到粒子 ｊ使得 ｉ∈ εｊ（ｔ），

即ｉ和ｊ可相互联系，同理构造能量函数：

Ｅ２ｐ（ｔ）＝ｄＶ２ｐ（ｔ）＋
α
Ｎ＋１∫

ｄＸ１（ｔ）

０
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ－

１＋αＣ( )
１
∫
ｔ

０
‖ｆｉ（ｓ）－ｆｊ（ｓ）‖ｄｓ＋

α
Ｃ１
ｄＶ１（ｔ）

可知 Ｅ′２ｐ（ｔ）≤ ０Ｅ２ｐ（ｔ）≤ Ｅ２ｐ（０），由定理条
件得：

ｄＶ２ｐ（ｔ）＋
α
Ｃ１
ｄＶ１（ｔ）≤

α
Ｎ＋１∫

ｒ

ｄＸ２ｐ（ｔ）
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ

同理有ｄＸ２ｐ（ｔ）≤ｒ；综上，对ｉ，ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝，ｉ∈
εｊ（ｔ）均 有 ｄＸｉｊ（ｔ） ＜ Ｃ， 对 ｔ∈ （０，∞），
ｍａｘ

ｉ，ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝
ｄＸｉｊ（ｔ）存在ｉ，ｋ１，ｋ２，…，ｊ使得如下不等式

成立（ｉ，ｊ可以不进行信息交互，但相邻的个体进
行交互）：

ｍａｘ
ｉ，ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝

ｄＸｉｊ（ｔ）≤ｄＸｉｋ１（ｔ）＋ｄＸｋ１ｋ２（ｔ）＋… ＋ｄＸｋｈｊ（ｔ）≤ＣＭ
式中，ＣＭ为系统内粒子间的最大距离。

由 χｒ（ｓ）为递减函数，故有 χ（ｄＸ１（ｔ））≥
χ（ＣＭ），那么粒子间的最大速度差估计为：
ｄ
ｄｔｄＶ１（ｔ）≤－Ｃ１ｄＶ１（ｔ）＋ｍａｘｉ，ｊ‖ｆｉ（ｔ）－ｆｊ（ｔ）‖

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式且当时间趋于无穷时有：

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｄＶ１（ｔ）≤

ｍａｘ
ｉ，ｊ
‖ｆｉ（ｔ）－ｆｊ（ｔ）‖

Ｃ１
即速度有界，至此已证明了速度位移有界，由定义

可知式（１）、式（２）有集群行为。 □
１．３　局部函数下的特殊等级结构

此小节考虑式（１）、式（２）退化到特殊情形时
的等级结构（领导个体速度恒定不变，追随者的

动力学模型不变），即：

ｄｘｐ（ｔ）
ｄｔ ＝ｖｐ（ｔ）

ｄｖｐ（ｔ）
ｄｔ ＝{ ０

（６）

处于第二等级的为追随者，其位移速度描述

为式（２），类似于定理１的结论，便可得到上述模
型的最小半径估计。

定理２　若（ｘｊ（ｔ），ｖｊ（ｔ））是式（６）和式（２）

的解，自由意志ｆｉ（ｓ）满足∫
ｔ

０
‖ｆｉ（ｓ）‖ｄｓ＝δｉ＜∞

且最小半径满足

ｄＶ１（０）＋２∫
ｔ

０
ｍａｘ
ｉ
‖ｆｉ（ｓ）‖ｄｓ≤

α
Ｎ＋１∫

ｒ

ｄＸ１（０）
χｒ（ｓ）ｄｓ

那么此系统会形成集群。

证明：类似于定理１中式（３）～（５）的推导过
程有

ｄ
ｄｔｄＶ１（ｔ）≤－

αχ２ｒ（ｄＸ１（ｔ））
Ｎ＋１ ｄＶ１（ｔ）＋２ｍａｘｉ ‖ｆｉ（ｔ）‖

故构造能量函数

Ｅ（ｔ）＝ｄＶ１（ｔ）＋
α
Ｎ＋１∫

ｄＸ１（ｔ）

０
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ－

２∫
ｔ

０
ｍａｘ
ｉ
‖ｆｉ（ｓ）‖ｄｓ

同理对其求导有：
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ｄ
ｄｔｄＶ１（ｔ）＋

ｄ
ｄｔ

α
Ｎ＋１∫

ｄＸ１（ｔ）

０
χ２ｒ（ｓ）ｄ( )ｓ－

ｄ
ｄｔ２∫

ｔ

０
ｍａｘ
ｉ
‖ｆｉ（ｓ）‖ｄ( )ｓ

≤－
αχ２ｒ（ｄＸ１（ｔ））
Ｎ＋１ ｄＶ１（ｔ）＋２ｍａｘｉ ‖ｆｉ（ｔ）‖ ＋

　
αχ２ｒ（ｄＸ１（ｔ））
Ｎ＋１

ｄ
ｄｔｄＸ１（ｔ）－２ｍａｘｉ ‖ｆｉ（ｔ）‖

≤０
故可知Ｅ（ｔ）≤Ｅ（０），由此可以得到：

ｄＶ１（ｔ）≤ｄＶ１（０）＋
α
Ｎ＋１∫

ｄＸ１（０）

ｄＸ１（ｔ）
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ＋

２∫
ｔ

０
ｍａｘ
ｉ
‖ｆｉ（ｓ）‖ｄｓ≤

α
Ｎ＋１∫

ｒ

ｄＸ１（ｔ）
χ２ｒ（ｓ）ｄｓ

那么有ｄＸ１（ｔ）＜ｒ，则粒子最大位移差的估计为：
ｍａｘ

ｉ，ｊ∈Ｎ＋｛ｐ｝
ｄＸｉｊ（ｔ）≤ｄＸｉｋ１（ｔ）＋ｄＸｋ１ｋ２（ｔ）＋… ＋ｄＸｋｈｊ（ｔ）≤Ｃ２

同样由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式且当时间趋于无穷
时，粒子最大位移差满足如下不等式：

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｄＶ１（ｔ）≤

２ｍａｘ
ｉ
‖ｆｉ（ｔ）‖

Ｃ１

其中，Ｃ１ ＝
αχ２ｒ（Ｃ２）
Ｎ＋１。至此已证明了速度位移有

界，即由定义可知式（６）和式（２）有集群行为。
□

２　仿真结果

图１的初始信息为（ｘｐ，ｘ１，…，ｘ７）＝（５，１５，
２５，３５，４５，５５，６５，７５），（ｖｐ，ｖ１，…，ｖ７）＝（６，８，７，
９，８，８．５，７．５，９），主要说明半径对集群的形成起
着至关重要的作用。由模型知速度趋向于平均速

度，而图１的平均速度约为７８，且可知自由意志
（ｖ４，ｖ６，ｖ８＞７．８）为正起着抑制集群的作用，但
图１（ｃ）依旧能形成集群，说明半径比自由意志的
作用更大。图２的初始信息为（ｘｐ，ｘ１，…，ｘ７）＝
（４４，３２，２０，５６，２０，５６，６８，８０），（ｖｐ，ｖ１，…，ｖ７）＝
（１０，１１，１０．５，１２，１１．５，１２．５，１３，１３），经计算其
平均速度约为１１６。由图２（ｂ）可以发现其使得
粒子群集群，图２（ｃ）中加入反作用后可以发现其
使得粒子分群数量更多，进一步说明了自由意志

的作用有正反两方面。另外，两个实验都可发现，

粒子群最终速度不会趋于同一值，而是形成一定

程度的波动，验证了速度的有界性。图３的初始
集同图１，其有无自由意志的对比说明增加的自
由意志可以使集群的行为更加复杂，更加贴近现

实的复杂集群，也说明考虑带有自由意志的等级

结构模型的必要性。图 ４对数据 ｘｐ＝（５，６），
ｘ１＝（１５，１６），ｘ２＝（２５，２６），ｘ３＝（３５，３６），ｘ４＝

（４５，４６），ｘ５＝（５５，５６），ｘ６＝（７５，７６），ｘ７＝（９５，
９６），ｖｐ＝（６，９），ｖ１＝（８，８．５），ｖ２＝（７，７．５），ｖ３＝
（９，８），ｖ４＝（８，７），ｖ５＝（８．５，９），ｖ６＝（７．５，８），
ｖ７＝（９，６），ｆ１，３，５，７ ＝（ｓｉｎｔ／８，ｃｏｓｔ／８），ｆ２，４，６，８ ＝
（ｃｏｓｔ／８，ｓｉｎｔ／８）进行三维仿真，发现最终速度差
仍小范围波动。

（ａ）ｒ＝１０

（ｂ）ｒ＝１８

（ｃ）ｒ＝１８，ｆ４（ｔ）＝１／（ｔ＋０．１），
ｆ６＝１／（ｔ

２＋０．１），ｆ８（ｔ）＝ｅ
－ｔ

图１　式（１）、式（２）的模拟结果（α＝８，（ｓ）≡１）
Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ａｎｄ（２）

（α＝８，（ｓ）≡１）
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（ａ）无自由意志
（ａ）Ｎｏｆｒｅｅｗｉｌｌ

（ｂ）自由意志（ｆ６，８（ｔ）＝－ｅ
－ｔ，ｆ７＝－１／（ｔ

２＋０．１））

（ｂ）Ｗｉｔｈｆｒｅｅｗｉｌｌ（ｆ６，８（ｔ）＝－ｅ
－ｔ，ｆ７＝－１／（ｔ

２＋０．１））

（ｃ）反作用自由意志（ｆ６，８（ｔ）＝ｅ
－ｔ，ｆ７＝１／（ｔ

２＋０．１））

（ｃ）Ｎｅｇａｔｉｖｅｆｒｅｅｗｉｌｌ（ｆ６，８（ｔ）＝ｅ
－ｔ，ｆ７＝１／（ｔ

２＋０．１））

图２　式（１）、式（２）的数值模拟结果
（α＝８，ｒ＝１２．５，（ｓ）≡１）

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ａｎｄ（２）
（α＝８，ｒ＝１２．５，（ｓ）≡１）

（ａ）行为单一集群（ｆｉ（ｔ）＝０，ｉ＝１，…，８）

（ａ）Ｓｉｍｐｌｅｃｌｕｓｔｅｒ（ｆｉ（ｔ）＝０，ｉ＝１，…，８）

（ｂ）复杂集群（ｆ１，３，５，７（ｔ）＝ｓｉｎｔ；ｆ２，４，６，８（ｔ）＝ｃｏｓｔ）

（ｂ）Ｃｏｍｐｌｅｘｃｌｕｓｔｅｒ（ｆ１，３，５，７（ｔ）＝ｓｉｎｔ；

ｆ２，４，６，８（ｔ）＝ｃｏｓｔ）

图３　式（１）、式（２）的模拟结果（α＝８，ｒ＝１８，

（ｓ）＝１／（１＋ｓ２）β，β＝０．２）
Ｆｉｇ．３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ａｎｄ（２）

（α＝８，ｒ＝１８，（ｓ）＝１／（１＋ｓ２）β，β＝０．２）

图４　式（１）、式（２）的三维模拟
（α＝１６，ｒ＝２０，（ｓ）≡１）

Ｆｉｇ．４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ａｎｄ（２）
（α＝１６，ｒ＝２０，（ｓ）≡１）

·４１·
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３　结论

本文利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函的方法给出了满足
集群的最小半径条件，可以看出，其半径和初始数

据中相互通信粒子间的最大速度差、粒子间最大

速度差以及自由意志有关，这可以理解为：为满足

粒子间通信，半径应有一定的容错范围，在一定时

间内将边缘远离平均速度的个体拉回到朝向平均

速度运动的方向上，使粒子群最终形成集群。本

文用已有的方法研究更加贴近现实的模型，通过

分情况讨论以及泛函方法给出了与半径有关的结

论，达到了给出半径范围刻画的目的。若有初始

位置及出发速度，便可以通过计算得知集群形成

的最小半径。本文方法的优点在于将集群的形成

与否反应在半径上，使得集群的刻画更加简洁明

了，但不可否认的是这种刻画简单粗暴，达不到真

正意义上半径的下确界，所以此证明方法只是给

出了半径的充分条件，且最终速度差有界并不会

趋于０，对于小于最小半径的ｒ可能形成集群也可
能不会形成集群，若 ｒ→∞则交流函数全时域交
互，由已有结论可知其会形成集群，那么考虑半径

的大小具有一定的合理性，故下一步的工作在于

找到其半径的下界。
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