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满足线性二次型调节器性能指标的群系统编队跟踪问题优化控制方法


王　琳，张庆杰，陈宏伟
（空军航空大学，吉林 长春　１３００２２）

摘　要：针对群系统编队跟踪问题，提出一种满足线性二次型调节器性能指标的优化控制方法。建立编
队跟踪问题的数学描述和设计编队跟踪控制协议。给出群系统实现编队跟踪的充要条件，借助李雅普诺夫

第二方法分析系统的稳定性。得到了控制协议能够最小化线性二次型调节器性能指标的拓扑条件，设计了编
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队跟踪算法。仿真实验验证了控制方法的有效性。
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　　群系统编队控制问题［１－２］越来越受到学者的

关注。传统的编队控制方法存在通信代价大，以

及易单点失效导致整体瘫痪的缺点。伴随一致性

理论的出现，为编队控制问题提供了新的解决思

路。文献［３］证明了一致性编队控制方法可以解
决编队控制问题，且优于传统编队控制方法。

文献［４］解决了一阶积分特性的群系统模型
下的编队跟踪问题。文献［５］解决了二阶积分特
性模型下的编队跟踪问题。文献［６］在假设含有
有向生成树，且领导者须作为根节点的条件下，解

决了二阶积分特性模型下的编队跟踪问题。文

献［７］在通信拓扑图为无向图时，解决了编队控
制问题。文献［８］在通信拓扑图为有向图时，解
决了时变编队问题。文献［９］在通信拓扑图为有
向图时，利用一致性方法，解决了无人机编队问

题。文献［１０］解决了高阶积分特性的群系统模

型下的编队跟踪问题。文献［１１］解决了最小化
线性二次型调节器（ｌｉｎｅａｒｑｕａｄｒａｔｉｃｒｅｇｕｌａｔｏｒ，
ＬＱＲ）性能指标的一阶积分特性模型下的编队问
题。文献［１２］研究了系统矩阵正定时领导者跟
随者系统跟踪最优控制。文献［１３］利用逆优化
方法设计时变编队跟踪协议，给出群系统实现时

变编队跟踪的可行性条件的证明，并保证所提出

的控制策略满足ＬＱＲ性能指标。
文献［４－６］的控制方法只适用于低阶积分

特性模型，模型条件过于苛刻。文献［６］的控制
方法针对的是领导者跟随者系统，其拓扑条件要

求含有有向生成树且领导者须作为根节点，适用

范围较窄。文献［７］要求通信拓扑图切换时均为
无向图，针对有向拓扑条件，文献［７］的结论并不
适用。文献［８－９］的通信拓扑图虽为有向图，但
是解决的是编队形成问题，其结论不适用于编队
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跟踪问题。文献［１０］考虑了高阶积分特性的编
队跟踪问题，但是没有涉及编队跟踪性能方面。

文献［１１］考虑了最小化 ＬＱＲ性能指标的编队控
制问题，针对的是低阶模型，且没有涉及跟踪轨迹

方面。文献［１２］对领导者跟随者系统达到跟踪
最优控制的条件较为苛刻，要求系统矩阵正定，且

不考虑时变编队和轨迹跟踪，应用范围较窄。文

献［１３］虽然在通信拓扑图为有向图时解决了编
队跟踪问题，但跟踪轨迹的约束性强，其动态特性

表达式要满足特定条件，不具有普遍性。在通信

拓扑图为一般有向图且满足 ＬＱＲ性能指标的条
件下，保证群系统编队跟踪的控制协议设计方法

还比较少。

本文主要研究了一种针对群系统满足 ＬＱＲ
指标的编队跟踪优化方法。

符号 ＲＮ×Ｎ表示 Ｎ×Ｎ维矩阵。ＩＮ是 Ｎ×Ｎ
维单位矩阵。Ａ＞Ｂ意味着 Ａ－Ｂ是正定的，Ａ≥
Ｂ意味着Ａ－Ｂ是半正定的。ＡＢ表示矩阵 Ａ
和矩阵Ｂ的克罗内克积。

１　图论知识和相关引理

１．１　图论知识

图Ｇ＝（Ｖ，ε，Ｗ）中 Ｖ是节点集合，ε是边集
合，Ｗ是邻接矩阵。其中，Ｖ＝｛ξ１，ξ２，…，ξＮ｝，
ε＝｛（ξｉ，ξｊ）∶ξｉ，ξｊ∈Ｖ｝，Ｗ＝［ｗｉｊ］∈Ｒ

Ｎ×Ｎ。用

ｅｉｊ＝（ξｉ，ξｊ）表示节点 ξｉ延伸到节点 ξｊ的边。如
果对任意的 ｅｉｊ都存在 ｅｊｉ∈ε，则图 Ｇ是无向图。
其他情况下，称图Ｇ是有向图。用ｗｉｊ表示边ｅｊｉ的
连接权重。当 ｗｉｊ＞０，节点 ξｉ可以接收来自节点
ξｊ的信息，而对ｉ＝｛１，２，…，Ｎ｝，有 ｗｉｊ＝０。如果
存在一个节点ξｉ，可以传递信息到其他任意节点，
则称图Ｇ含有一个有向生成树。定义节点 ξｉ的
邻居节点集合为 Ｎｉ＝｛ξｊ∈Ｖ∶（ξｊ，ξｉ）∈ε｝。定
义节点ξｉ的入度为ｄｅｇｉｎ（ξｉ），则图的入度矩阵为
Ｄ＝ｄｉａｇ｛ｄｅｇｉｎ（ξ１），ｄｅｇｉｎ（ξ２），…，ｄｅｇｉｎ（ξＮ）｝。
通常用Ｌ＝Ｄ－Ｗ表示图Ｇ的拉普拉斯矩阵。

１．２　相关引理

引理１［１４］　有向图含有向生成树，则０是拉
普拉斯矩阵 Ｌ的单个特征值且 Ｌ１＝０，其他非零
特征值均具有正实部。如果无向图含有向生成

树，其他非零特征值均为正数。

引理２［１５］　如果矩阵 Ｗ∈ＲＮ×Ｎ每一特征根
均有正的实部，存在正定矩阵 Ｑ＞０使得 ＷＴＱ＋
ＱＷ＞０。

引理３［１６］　对于矩阵 ＩＮ＋Ｌ，Ｌ是图 Ｇ的拉

普拉斯矩阵，存在正定矩阵Ｑ，使得
（ＩＮ＋Ｌ）

ＴＱ＋Ｑ（ＩＮ＋Ｌ）＞２αＱ
其中，０＜α＜１。

引理４［１７］　对于系统
ｘ＝ｆ（ｘ，ｔ）
ｆ（０，ｔ）＝０，{ ｔ

如果：

１）存在正定函数Ｖ（ｘ，ｔ）；

２）Ｖ·（ｘ，ｔ）是负定函数。
则平衡状态ｘｅ＝０是渐近稳定的。

引理５［１８］　考虑连续时间线性定常系统
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ

选取二次型性能指标函数

Ｊ＝∫
∞

０
（ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ）ｄｔ

其中，Ａ和Ｂ为输入矩阵，（Ａ，Ｂ）可控且 Ｂ是列
满秩矩阵。ｘ∈Ｒｎ是第 ｉ个主体的状态，ｕ∈Ｒｍ

是控制输入。

选取加权阵Ｑ＞０和Ｒ＞０，控制变量ｕ＝Ｋｘ，
其中，Ｋ＝－Ｒ－１ＢＴＰ且 Ｐ＞０满足里卡蒂方程
ＡＴＰ＋ＰＡ＋Ｑ－ＰＢＲ－１ＢＴＰ＝０。则反馈增益矩阵
Ｋ使二次型性能指标函数 Ｊ最小化且矩阵 －ＫＢ
是可对角化且正定的。

引理６［１９］　对于逆最优问题，反馈增益矩阵
Ｋ＝－Ｒ－１ＢＴＰ对于二次型性能指标函数 Ｊ是最
优的且Ｐ＞０满足里卡蒂方程

ＡＴＰ＋ＰＡ＋Ｑ－ＰＢＲ－１ＢＴＰ＝０
（Ｑ＞０和Ｒ＞０）的条件是：
１）－ＫＢ是可对角化且正定的，而且满足

ｒａｎｋ（ＫＢ）＝ｒａｎｋ（Ｋ）。即存在对称矩阵 Ｐ＞０和
Ｒ＞０使得Ｋ＝－Ｒ－１ＢＴＰ。
２）Ｋ稳定到矩阵Ｐ的核空间。

２　问题描述

２．１　编队跟踪问题

考虑群系统满足如式（１）所示动态特性。

ξ
·
ｉ＝Ａξｉ（ｔ）＋Ｂｕｉ（ｔ），ｉ∈｛１，２，…，Ｎ｝ （１）

式中，ξｉ（ｔ）∈Ｒ
ｌ是第ｉ个主体的状态，ｕｉ（ｔ）∈Ｒ

ｍ

是第ｉ个主体的控制输入。
假设１　Ｂ是列满秩矩阵，通信拓扑图 Ｇ包

含有向生成树。

用ｈ（ｔ）＝［ｈＴ１（ｔ），ｈ
Ｔ
２（ｔ），…，ｈ

Ｔ
Ｎ（ｔ）］

Ｔ∈ＲｌＮ

描述期望的编队队形，其中，ｈＴｉ（ｔ），ｉ∈｛１，２，…，
Ｎ｝连续可微。

定义１　在控制输入 ｕｉ（ｔ）下，群系统式（１）

·１６·
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的主体状态能够满足

ｌｉｍ
ｔ→∞
［ξｉ（ｔ）－ｈｉ（ｔ）－ｒ（ｔ）］＝０ （２）

式中，ｒ（ｔ）∈Ｒｌ为给定的轨迹，则称群系统式（１）
能够形成时变编队ｈ（ｔ），同时可以跟踪轨迹ｒ（ｔ）。

２．２　控制协议框架

基于一致性理论，考虑如下编队控制协议：

ｕｉ（ｔ）＝ｕｉ１（ｔ）＋ｕｉ２（ｔ）＋ｕｉ３（ｔ），ｉ＝１，２，…Ｎ

（３）
式中，ｕｉ１（ｔ）为自身反馈控制输入，ｕｉ２（ｔ）为辅助
函数输入，ｕｉ３（ｔ）为邻居反馈控制输入，其具体表
达式为

ｕｉ１（ｔ）＝Ｋ１［ξｉ（ｔ）－ｈｉ（ｔ）－ｒ（ｔ）］

ｕｉ２（ｔ）＝ｖｉ（ｔ）

ｕｉ３（ｔ）＝Ｋ２∑
ｊ∈Ｎｉ

ｗｉｊ
ξｊ（ｔ）－ｈｊ（ｔ）－ｒ（ｔ）

－（ξｉ（ｔ）－ｈｉ（ｔ）－ｒ（ｔ[ ]










））

（４）
其中，Ｎｉ表示拓扑图 Ｇ第 ｉ个节点的邻居集合，
Ｋ１和Ｋ２是待设计的增益矩阵，ｖｉ（ｔ）∈Ｒ

ｍ是辅

助函数。

３　问题分析和协议设计

３．１　充分必要条件

由定义１可知，群系统式（１）的主体状态与
相应的时变编队和轨迹的差值需要收敛到零，才

能实现编队跟踪，这样对编队跟踪控制协议的设

计会有一定的限制条件，定理１给出了控制协议
框架下群系统实现编队跟踪的充要条件。

定理１　有界初始条件下，群系统式（１）通过
ｕｉ（ｔ）的控制可以形成时变编队 ｈ（ｔ）并跟踪轨迹
ｒ（ｔ）的充分必要条件是：
１）对于控制函数ｖｉ（ｔ）∈Ｒ

ｍ有

（ＩＮＡ）ｈ（ｔ）＋（ＩＮＢ）ｖ（ｔ）－（ＩＮＩｌ）ｈ
·
（ｔ）＋

（ＩＮＡ）珓ｒ（ｔ）－（ＩＮＩｌ）珓ｒ
·
（ｔ）＝０ （５）

２）如下系统是渐近稳定的

　ζ·（ｔ）＝［ＩＮ（Ａ＋ＢＫ１）－ＬＢＫ２］ζ（ｔ） （６）
其中，珓ｒ（ｔ）＝［ｒＴ１（ｔ），ｒ

Ｔ
２（ｔ），…，ｒ

Ｔ
Ｎ（ｔ）］

Ｔ。

证明：将式（３）代入式（１），并令
ξ（ｔ）＝［ξＴ１（ｔ），ξ

Ｔ
２（ｔ），…，ξ

Ｔ
Ｎ（ｔ）］

Ｔ

ｖ（ｔ）＝［ｖＴ１（ｔ），ｖ
Ｔ
２（ｔ），…，ｖ

Ｔ
Ｎ（ｔ）］

Ｔ

得到群系统的闭环方程为

ξ
·
（ｔ）＝［ＩＮ（Ａ＋ＢＫ１）］ξ（ｔ）－（ＬＢＫ２）ξ（ｔ）＋

（ＩＮＢ）ｖ（ｔ）－（ＩＮＢＫ１）珓ｒ（ｔ）－
（ＩＮＢＫ１）ｈ（ｔ）＋（ＬＢＫ２）ｈ（ｔ） （７）

式中，Ｌ为通信拓扑图Ｇ的拉普拉斯矩阵。令
ζｉ（ｔ）＝ξｉ（ｔ）－ｈｉ（ｔ）－ｒ（ｔ），ｉ＝１，２，…，Ｎ
ζ（ｔ）＝［ζＴ１（ｔ），ζ

Ｔ
２（ｔ），…，ζ

Ｔ
Ｎ（ｔ）］

Ｔ

则群系统式（７）可以转换为

ζ·（ｔ）＝［ＩＮ（Ａ＋ＢＫ１）］ζ（ｔ）－（ＬＢＫ２）ζ（ｔ）＋

（ＩＮＡ）ｈ（ｔ）＋（ＩＮＡ）珓ｒ（ｔ）－（ＩＮＩｌ）ｈ
·
（ｔ）－

（ＩＮＩｌ）珓ｒ
·
（ｔ）＋（ＩＮＢ）ｖ（ｔ） （８）

根据定义 １，如果ｌｉｍ
ｔ→∞
ζ（ｔ）＝０，则群系统

式（１）能够形成时变编队 ｈ（ｔ），同时可以跟踪轨
迹ｒ（ｔ）。由式（８）可知，当

（ＩＮＡ）ｈ（ｔ）＋（ＩＮＢ）ｖ（ｔ）－（ＩＮＩｌ）ｈ
·
（ｔ）＋

（ＩＮＡ）珓ｒ（ｔ）－（ＩＮＩｌ）珓ｒ
·
（ｔ）＝０ （９）

且式（１０）所示闭环系统是渐近稳定的，则群系统
式（１）能够形成时变编队ｈ（ｔ），同时可以跟踪轨迹
ｒ（ｔ）。由式（９）可得到定理１的条件１，由式（１０）
可得到定理１的条件２。根据上述线性变换的证
明过程，条件１和条件２是充分必要条件。

ζ·（ｔ）＝［ＩＮ（Ａ＋ＢＫ１）－ＬＢＫ２］ζ（ｔ）

（１０）
□

注 １：定理 １的适用范围较广，不同于文
献［２０］，除了考虑群系统实现时变编队，还加以
考虑跟踪轨迹。其控制函数 ｖ（ｔ）的引入是为了
补偿时变编队ｈ（ｔ）和轨迹ｒ（ｔ）带来的多余项，将
群系统式（１）转化为闭环自治系统，便于讨论系
统的稳定性。其控制函数ｖ（ｔ）可以通过式（５）求
解得到，条件１较易满足。而条件２可通过李雅
普诺夫稳定性理论予以证明，在理论证明中，难点

在于闭环系统式（６）中增益矩阵Ｋ１和Ｋ２的设计
方法，下面定理２给出了增益矩阵的设计方法。

３．２　稳定性分析

定理２　有界初始条件下，如果 Ｋ＝－Ｒ－１

ＢＴＰ，若Ｋ１＝ｃＫ，Ｋ２＝－ｃＫ，ｃ是增益常数，群系统
式（１）在编队跟踪控制协议式（４）下能够实现时
变编队并跟踪轨迹。

证明：考虑分段连续的李雅普诺夫函数

Ｖ＝ζＴ（ｔ）（ＱσＰ）ζ（ｔ） （１１）
Ｐ是里卡蒂方程ＡＴＰ＋ＰＡ＋Ｑ－ＰＢＲ－１ＢＴＰ＝０

的正定解。Ｖ是连续的，对其求导并将式（６）、Ｋ１＝
ｃＫ、Ｋ２＝－ｃＫ、Ｋ＝－Ｒ

－１ＢＴＰ代入式（１１）可得

Ｖ·＝ζＴ（ｔ）［Ｑσ（Ａ
ＴＰ＋ＰＡ）］ζ（ｔ）－

ｃζＴ（ｔ）｛［（ＩＮ＋Ｌ）
ＴＱσ］ＰＢＲ

－１ＢＴＰ｝ζ（ｔ）－
ｃζＴ（ｔ）｛［Ｑσ（ＩＮ＋Ｌ）］ＰＢＲ

－１ＢＴＰ｝ζ（ｔ）

（１２）
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由引理３得
　（ＩＮ＋Ｌ）

ＴＱσ＋Ｑσ（ＩＮ＋Ｌσ（ｔ））＞２αＱσ （１３）
则式（１２）转换为

Ｖ·≤ζＴ（ｔ）［Ｑσ（Ａ
ＴＰ＋ＰＡ－２ｃαＰＢＲ－１ＢＴＰ）］ζ（ｔ）

（１４）
由里卡蒂方程可得

ＡＴＰ＋ＰＡ＋Ｑ－ＰＢＲ－１ＢＴＰ＝０ （１５）
则式（１４）转换为

Ｖ·≤ζＴ（ｔ）｛Ｑσ［（１－２ｃα）ＰＢＲ
－１ＢＴＰ－Ｑ］｝ζ（ｔ）

（１６）

令ｃ＝１２α
，则式（１６）转换为

Ｖ·≤ζＴ（ｔ）［Ｑσ（－Ｑ）］ζ（ｔ） （１７）

而－Ｑ＜０，则得到Ｖ·＜０，由ＱσＰ是正定的
可以得到函数 Ｖ＞０，由引理 ４可知，闭环系统
式（６）渐近稳定。意味着ｌｉｍ

ｔ→∞
ζ（ｔ）＝０。

□
注２：由于跟踪控制协议式（４）包含了自身反

馈控制输入，从式（１２）～（１６）判断，假设１并不
是群系统实现时变编队和跟踪轨迹的必要条件，

即使各主体之间不连通，时变编队和轨迹跟踪仍

然可以实现。根据文献［１６］可知，通信拓扑图中
含有有向生成树，能够增强群系统的鲁棒性。

注３：在稳定性证明中，重点在于选取合适的

李雅普诺夫函数 Ｖ，使得 Ｖ＞０，其导数 Ｖ· ＜０。而
本文通过构造正定的 Ｖ＝ζＴ（ｔ）（ＱσＰ）ζ（ｔ）和
Ｋ１＝ｃＫ，Ｋ２＝－ｃＫ，Ｋ＝－Ｒ

－１ＢＴＰ，可以使得导数

Ｖ·＜０，从而证明闭环系统式（６）是渐近稳定的。
不同于文献［１６］，增益矩阵设计中引入了增益常
数ｃ，通过调节增益常数 ｃ的大小，即可以调节收
敛速度，而文献［１６］想要调节收敛速度，须得出
每个参数下的增益矩阵Ｋ，复杂度高，而本文得出
里卡蒂方程下的正定解 Ｐ，改变增益常数 ｃ的大
小，就可改变收敛速度，复杂度降低。

在实际应用中，往往还需要考虑系统能否满足

某种性能指标，下面定理３给出了编队跟踪控制协
议式（４）可以最小化ＬＱＲ性能指标的充分条件。

３．３　最优性分析

考虑如下ＬＱＲ性能指标：

珋Ｊ＝∫
∞

０
（ζＴ珚Ｑζ＋ｖＴ珚Ｒｖ）ｄｔ （１８）

式中，珚Ｑ＝珚ＱＴ＞０，珚Ｒ＝珚ＲＴ＞０，ｖ＝ｃ（ＩＮ＋Ｌ）
Ｋζ（ｔ）。　

定理３　有界初始条件下，选取编队跟踪控

制协议式（４）可以最小化ＬＱＲ性能指标的充分条
件是：矩阵ＩＮ＋Ｌ是可对角化且正定的。

证明：令Ｋ１＝ｃＫ，Ｋ２＝－ｃＫ，Ｋ＝－Ｒ
－１ＢＴＰ，

代入式（１０），得到全局误差动态特性

ζ·（ｔ）＝［ＩＮ（Ａ＋ｃＢＫ）］ζ（ｔ）＋（ｃＬＢＫ）ζ（ｔ）
＝ＩＮＡζ（ｔ）＋ｃ（ＩＮ＋Ｌ）ＢＫζ（ｔ）
＝ＩＮＡζ（ｔ）＋（ＩＮＢ）ｃ（ＩＮ＋Ｌ）Ｋζ（ｔ）
＝ＩＮＡζ（ｔ）＋（ＩＮＢ）ｖ （１９）
由引理５可知，矩阵 －ＫＢ是可对角化且正

定的，而且满足ｒａｎｋ（ＫＢ）＝ｒａｎｋ（Ｋ），则有
　ｒａｎｋ｛［ｃ（ＩＮ＋Ｌ）Ｋ］（ＩＮＢ）｝
＝ｒａｎｋ［ｃ（ＩＮ＋Ｌ）］ｒａｎｋ（ＫＢ）
＝ｒａｎｋ［ｃ（ＩＮ＋Ｌ）］ｒａｎｋ（Ｋ）
＝ｒａｎｋ［ｃ（ＩＮ＋Ｌ）Ｋ］ （２０）
由于矩阵 ＩＮ＋Ｌ是可对角化且正定的，则

ｃ（ＩＮ＋Ｌ）－ＫＢ是可对角化且正定的。由引理
６可知，全局误差动态特性式（１９）对于二次型性
能指标 珋Ｊ是最优的。

珋Ｊ＝∫
∞

０
（ζＴ珚Ｑζ＋ｖＴ珚Ｒｖ）ｄｔ

式中，珚Ｑ＝珚ＱＴ ＞０，珚Ｒ＝珚ＲＴ ＞０。 □
根据以上分析，对于全局误差动态特性

式（１９），形式上的珚Ｋ＝ｃ（ＩＮ＋Ｌ）Ｋ和矩阵Ｋ有
同样的形式。定义Ｌσ ＝ｃ（ＩＮ ＋Ｌ），可以得到
珚Ｋ＝ｃ（ＩＮ ＋Ｌ）Ｋ＝－ＬσＲ

－１ＢＴＰ
＝－（ＩＮＲ）

－１（ＩＮＢ）
Ｔ（ＬσＰ） （２１）

按照文献［２１］，如果Ｊ存在，则Ｊ＝ｍｉｎ∫
∞

０
（ζＴ·

珚Ｑζ＋ｖＴ珚Ｒｖ）ｄｔ＝ζ（０）Ｔ珔Ｐζ（０），且珚Ｑ满足
珚Ｑ－珔Ｐ（ＩＮＢ）珚Ｒ

－１（ＩＮＢ）
Ｔ珔Ｐ＋

珔Ｐ（ＩＮＡ）＋（ＩＮＡ）
Ｔ珔Ｐ＝０ （２２）

令珚Ｒ＝ＩＮＲ和 珔Ｐ＝ＬσＰ，可以得到
珚Ｑ∶珚Ｑ＝（Ｌ２σ－Ｌσ）ＰＢＲ

－１ＢＴＰ＋ＬσＱ

（２３）

得到 珚Ｑ，即得到性能指标 珋Ｊ＝∫
∞

０
（ζＴ珚Ｑζ＋

ｖＴ珚Ｒｖ）ｄｔ中加权矩阵 珚Ｑ的选取方法，也只有选取
这样的珚Ｑ，编队跟踪控制协议式（４）才可以最小
化性能指标。

注４：在满足条件式（５）和闭环系统式（６）渐
近稳定的情况下，编队跟踪控制协议式（４）可以
使群系统形成指定时变编队并跟踪轨迹，但不一

定可以最小化二次型性能指标，通信拓扑还需满

足特定条件，即ＩＮ＋Ｌ是可对角化且正定的，才可
以实现最小化二次型性能指标。根据引理１，当
拓扑图为无向图时，矩阵ＩＮ＋Ｌ是实对称矩阵，必

·３６·
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定可以对角化，且特征值都为正的实数，满足正

定性。

注５：传统最小化性能指标的方法，是先选
定加权阵，确定性能指标之后，得出控制输入的

最优形式，进而决定控制协议的设计结构。而

传统方法大都是针对低阶积分特性模型，如文

献［１１］，或者不考虑时变编队和跟踪轨迹，如文
献［１２］。对于高阶群系统模型，考虑时变编队
和跟踪轨迹的影响，选定性能指标之后，设计控

制协议是十分困难的，基于此，本文设计的控制

协议使得群系统转化为自治系统，通过变量代

换，得到性能指标的加权阵，能够最小化性能

指标。

４　数值仿真与分析

４．１　数值仿真条件

为验证编队控制方法，设置８个主体组成的
三阶群系统。群系统模型中，每个主体由式（１）

描述，其中系统矩阵为：Ａ＝
－２ ０ １
０ ０ １









－２ ４ ５
，Ｂ＝

１ ０ ０
０ １ ０









０ ０ １
。　

图１给出了各主体之间的拓扑图。可以看
出，图１中的拓扑图Ｇ包含有向生成树，Ｇ相应的
拉普拉斯矩阵为

Ｌ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１
－１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －１ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０























０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ １

图１　群系统各主体之间的通信拓扑图
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓｂｅｔｗｅｅｎ

ａｇｅｎｔｓｏｆｓｗａｒｍｓｙｓｔｅｍｓ

基于多无人机侦察任务场景，无人机须从不

同角度侦察目标，以及被侦察目标轨迹会发生变

化，定义时变编队ｈ（ｔ）和轨迹ｒ（ｔ）分别为

ｈｉ（ｔ）＝
５ｓｉｎ（ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π）
５ｃｏｓ（ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π）
５ｓｉｎ（ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π









）
，ｉ＝１，２，…，８

ｒ（ｔ）＝
［ｔ ｔ０．５ｔ］Ｔ，０≤ｔ＜３０
［ｔ ｔ１５］Ｔ，３０≤ｔ≤{ ７０

其中，ω＝０．２５ｒａｄ／ｓ。由式（５）可以得到控制函
数ｖ（ｔ）。

当０≤ｔ＜３０时，

ｖｉ（ｔ）＝
５ωｃｏｓ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］＋５ｓｉｎ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］＋１．５ｔ＋１
－５ωｓｉｎ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－５ｓｉｎ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－０．５ｔ＋１

５ωｃｏｓ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－１５ｓｉｎ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－２０ωｃｏｓ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－４．５ｔ＋０．









５
，ｉ＝１，２，…，８

当３０≤ｔ≤７０时，

ｖｉ（ｔ）＝
５ωｃｏｓ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］＋５ｓｉｎ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］＋２ｔ－１４
－５ωｓｉｎ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－５ｓｉｎ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－１４

５ωｃｏｓ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－１５ｓｉｎ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－２０ωｃｏｓ［ωｔ＋０．２５（ｉ－１）π］－２ｔ









－７５
，ｉ＝１，２，…，８

　　选取Ｑ＝
１ ０ ０
０ １ ０









０ ０ １
，Ｒ＝

１ ０ ０
０ １ ０









０ ０ １
，可求得

Ｋ＝
－０．７２７８ １．２３６７ １．８２７７
１．２３６７ －３．８５２０ －４．７９５６
１．８２７７ －４．７９５６ －７．









３６５８

取α＝０．５，得ｃ＝１。各主体的初始状态分别
为：ｘｉ１（０）＝４（δ－０．５），ｘｉ２（０）＝３（δ－０．５），
ｘｉ３（０）＝２（δ－０．５）（ｉ＝１，２，…，８）。其中，δ为

（０，１）之间的随机数，设置仿真时间７０ｓ。

４．２　结果讨论与对比分析

４．２．１　结果讨论

图２给出了８个主体的状态在０５ｓ、１０ｓ、

３０ｓ、４５ｓ、６０ｓ和７０ｓ时的状态演化过程和编队

构型。在初始阶段，８个主体的构型为不规则图

形，随着时间的推移，群系统的８个主体形成了指

定的时变编队并可以保持稳定。

·４６·
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（ａ）ｔ＝０．５ｓ

（ｂ）ｔ＝１０ｓ

（ｃ）ｔ＝３０ｓ

（ｄ）ｔ＝４５ｓ

（ｅ）ｔ＝６０ｓ

（ｆ）ｔ＝７０ｓ

图２　不同时刻群系统状态演化过程
Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｔｈｅｓｗａｒｍ

ｓｙｓｔｅｍｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓ

　　图３为２０～３０ｓ和５０～６０ｓ之间各主体的
轨迹图，其中方框表示主体的起点，五角星表示主

体的终点。在２０～３０ｓ和５０～６０ｓ的时间段里，
８个主体已经形成了规则的构型，并可以跟踪预
先设定的轨迹。当轨迹发生变化时，群系统可以

保持对轨迹的跟踪且编队的构型并没有受到

影响。

（ａ）２０～３０ｓ

（ｂ）５０～６０ｓ

图３　不同时间段的轨迹截图
Ｆｉｇ．３　Ｓｎａｐｓｈｏｔｏｆｍｏｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ

图４（ａ）～（ｃ）分别给出了编队跟踪误差在３
个不同方向上的差值曲线。从图中不难看出，不

同方向上编队跟踪误差都可以趋于零。说明各主

体的三个状态与编队和轨迹相应状态的差值趋于

零，这也说明群系统形成了指定的时变编队，并可

以保持稳定。

·５６·
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（ａ）ξｉ１（ｔ）－ｈｉ１（ｔ）－ｒ（ｔ）

（ｂ）ξｉ２（ｔ）－ｈｉ２（ｔ）－ｒ（ｔ）

（ｃ）ξｉ３（ｔ）－ｈｉ３（ｔ）－ｒ（ｔ）

图４　３个不同方向上的编队跟踪误差
Ｆｉｇ．４　Ｆｏｒｍａｔｉｏｎｔｒａｃｋｉｎｇｅｒｒｏｒｓｉｎ

ｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

　　从增益常数ｃ分析，随着增益常数ｃ取值的不
同，编队跟踪误差趋于零的时间长短不同，即群系统

形成时变编队并跟踪轨迹的时间长短不同。以ｘ方
向为例，图５（ａ）～（ｃ）分别给出了增益常数ｃ在取值
为０６、１和２时的编队跟踪误差曲线。这里认为差
值小于１０－３时，编队跟踪误差趋于零。图中竖直虚
线表示差值趋于零的时间。可以看出随着增益常数

ｃ的增大，编队跟踪误差趋于零的时间越短。
图６（ａ）～（ｂ）分别给出了增益常数ｃ在取值为０６
和２时，８个主体的状态在０５ｓ时的状态截图，与
图２（ａ）中ｃ取值为１对比，可以看出随着增益常数
ｃ的增大，８个主体的状态在０５ｓ时的编队构型越
规则，也说明８个主体的编队形成速度越快。

（ａ）ｃ＝０．６

（ｂ）ｃ＝１

（ｃ）ｃ＝２

图５　ξｉ１（ｔ）－ｈｉ１（ｔ）－ｒ（ｔ）在不同取值ｃ的误差曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆξｉ１（ｔ）－ｈｉ１（ｔ）－ｒ（ｔ）ｉｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆｃ

　　注 ６：基于多无人机侦察任务场景，可以发
现，当其中一个无人机可以感知到危险源时，需要

联动整个无人机群系统突然改变方向。很明显这

（ａ）ｔ＝０．５ｓ，ｃ＝０．６

种情况下的无人机群系统不仅需要位置和速度的

·６６·



　第４期 王琳，等：满足线性二次型调节器性能指标的群系统编队跟踪问题优化控制方法

（ｂ）ｔ＝０．５ｓ，ｃ＝２

图６　群系统状态在ｃ不同取值时的截图
Ｆｉｇ．６　Ｓｎａｐｓｈｏｔｏｆｓｔａｔｅｓｏｆｔｈｅｓｗａｒｍ
ｓｙｓｔｅｍｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆｃ

误差收敛于零，还要实现加速度的误差收敛于零，

才可以实现更加精准的飞行。因此，针对高阶系

统模型，设此仿真案例，以验证编队控制算法。

４．２．２　对比分析
为便于比较和考虑到控制协议最小化性能指

标需要满足特定的拓扑条件，选取拓扑图为无向

图，如图７所示。

图７　无向图
Ｆｉｇ．７　Ｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｇｒａｐｈ

其他仿真条件采用本文的仿真条件。

图８　收敛时间和性能指标与参数ｃ的关系
Ｆｉｇ．８　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｉｍｅ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘａｎｄｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｃ

从不同控制方法分析，编队跟踪误差趋于零

的时间长短不同。以 ｘ方向为例，图８给出了文
献［１６］方法和本文方法下 ｘ方向的收敛时间。
图中竖直虚线是增益常数ｃ选取的边界，即参数ｃ
的选取要大于０５。利用文献［１６］方法得到的增

益矩阵，使得编队跟踪误差趋于零的时间为

６３ｓ，而利用本文方法得到的增益矩阵，可以通
过调节增益常数 ｃ，改变编队跟踪误差趋于零的
快慢。当ｃ取０５时，收敛时间为６３ｓ；当ｃ取５
时，收敛时间为２３ｓ。从图中可以看出，随着增
益常数ｃ的增大，收敛时间从６３ｓ减小至２３ｓ，
而相应的最小性能指标Ｊ越来越大，在实际应用
中，可以综合考虑收敛时间与性能指标对系统的影

响，适当选取增益常数ｃ。在实际应用中，基于多无
人机侦察任务场景，当一个无人机收到被侦察目标

的轨迹信息，需要无人机群系统迅速做出反应，为

达到良好的侦察效果，无人机群系统需要迅速形成

编队队形实施侦察任务，映射到仿真案例中，调节

增益常数ｃ的大小以改变编队的形成速度，从而适
应侦察任务的需要。

从性能指标分析，当选取的ＬＱＲ指标取最小

值，由Ｊ ＝ｍｉｎ∫
∞

０
（ζＴ珚Ｑζ＋ｖＴ珔Ｒｖ）ｄｔ＝ζ（０）Ｔ珔Ｐζ（０）

看出，最小性能指标与初值和矩阵 珔Ｐ有关，而珔Ｐ＝
ｃ（ＩＮ＋Ｌ）Ｐ。由此可见，最小性能指标与选取
的拉普拉斯矩阵Ｌ和增益常数 ｃ有直接关系，即
除了编队跟踪控制协议最小化性能指标需要满足

特定的通信拓扑条件外，增益常数 ｃ的选取关系
着性能指标数值的大小。

５　结论

本文提出了一种满足 ＬＱＲ性能指标的群系
统编队跟踪优化方法，结论为：

１）建立了编队跟踪问题数学描述，设计分布
式控制协议框架，给出了编队跟踪的充要条件。

２）通过变量代换，将群系统编队跟踪控制问
题转化为闭环系统的稳定性问题，并利用李雅普

诺夫第二方法，分析闭环系统的稳定性。

３）给出了满足 ＬＱＲ性能指标下通信拓扑
条件。
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