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摘　要：双二体模型是求解地月转移轨道的重要基础。与传统的采用月球影响球入口点经纬度的描述
方式不同，本文提出一种基于飞行轨道面参数来描述地月转移轨道的双二体模型几何表达方式，结合一维非

线性方程求根算法Ｂｒｅｎｔ算法和Ｌａｍｂｅｒｔ原理，将原始三维球面搜索算法降维成为二维圆上的搜索算法，可以
高效求解地月转移轨道的形状参数。为避免重复计算，将转移轨道窗口计算的轨道多变量搜索问题解耦分

解成两个子问题———转移轨道形状参数求解问题和转移轨道面空间定向问题，降低了问题的求解维度。形

成两级并行计算算法，充分发挥多核计算机算力，加速计算过程。仿真结果表明，基于提出的并行圆锥曲线几
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何切面法，可以成功应用于计算天梯地月转移轨道分析。
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　　双二体轨道拼接设计方法在月球探测轨道设
计中具有基础性作用，国内外学者以双二体轨道

拼接法为基础对月球探测轨道设计方法进行了大

量的研究［１－８］。

在基于双二体问题求解地月转移轨道时，

Ｂａｔｔｉｎ、郗晓宁、黄文德、贺波勇等都不约而同地以
入口点月心经纬度作为中间变量来拼接地球影响

球内飞行轨道和月球影响球内飞行轨道［１－２，４－５，８］。

这种基于月球影响球球坐标来描述入口点位置的

方法比较直观，但是没有充分利用转移轨道的物

理意义。

对于着陆地点已知的奔月任务，贺波勇推导

了一种类解析的改进双二体模型，该方法与传统

的从地球计算到月球不同，在计算窗口时针对已

知的月心轨道六根数逆向计算地月转移轨道六根

数，计算量极小［９］。

对于工程约束不明、具体探测地点不定的地

月转移轨道窗口计算问题，还需要按照传统的计

 收稿日期：２０２０－１２－２５
基金项目：国家自然科学基金资助项目（６１７０３４３７）
作者简介：童科伟（１９８２—），男，湖南常德人，高级工程师，博士，Ｅｍａｉｌ：ｔｏｎｇｋｅｗｅｉ＠１２６．ｃｏｍ



国 防 科 技 大 学 学 报 第４４卷

算量较大的搜索方法，进而得到一些运动特性。

与常规的以入口点月心经纬度作为中间变量的双

二体拼接方法不同，本文提出一种直接基于轨道

特征的地月转移飞行轨道的几何方法，物理意义

明确，求解地月轨道更加直观，通过两次降维解耦

操作，降低问题求解维数，进一步提升计算效率。

考虑到目前大多数计算机都是多核中央处理

器（ｃｅｎｔｒａｌｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｕｎｉｔ，ＣＰＵ），最简单的提高
算力的途径是采用并行计算，充分利用各核的计

算能力，并行计算技术在国内外受到高度重视。

并行程序设计编程语言通常基于消息传递接口标

准（ｍｅｓｓａｇｅｐａｓｓｉｎｇｉｎｔｅｒｆａｃｅ，ＭＰＩ）、ＯｐｅｎＭＰ等，
二者甚至已经分别形成了集群并行和单机多核并

行领域的事实标准［１０－１３］。

本文以Ｊａｖａ相关的多核并行编程技术为基
础［１３］，设计了一种地月转移轨道的多核并行计算

方法，并应用于天梯地月转移轨道计算与特性分

析。按 照 国 际 天 梯 协 会 （ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌｓｐａｃｅ
ｅｌｅｖａｔｏｒｃｏｎｓｏｒｔｉｕｍ，ＩＳＥＣ）的定义，天梯是一种把
有效载荷从地球表面提升到空间的系统，该系统

是一个长１０万千米的绳系，质心在地球静止轨道
（ｇｅｏｓｔａｔｉｏｎａｒｙｏｒｂｉｔ，ＧＥＯ），并固定于地表的某个
锚点。随着爬升高度的变化，天梯攀爬器在电能

作用下抬升高度并获得地球自转带来的圆速度，

从而使有效载荷获得势能和动能［１４］。由于天梯

位于赤道上空，轨道倾角受限，与常规月球转移轨

道设计有一定区别。本文以一种几何切面法双二

体模型来分析天梯发射航天器进入月球转移轨道

的特性。

１　双二体几何切面法

双二体假设下的地月转移轨道计算也称为圆

锥曲线拼接法。本质上是以月球影响球为边界，

将轨道分成多段来拼接：进入影响球前，飞行轨

迹为地心圆锥曲线（一般为椭圆）；在影响球内，

飞行轨迹为月心圆锥曲线（一般为双曲线）。对

于自由返回轨道等任务，还需考虑飞出影响球后

的飞行轨迹，其为地心圆锥曲线（一般也为椭

圆）。在进入和离开影响球的两个边界点（一般

称为入口点和出口点），将这几段圆锥曲线拼接

成完整的运动轨迹。

圆锥曲线拼接法的设计参数通常以月球影响

球入口点／出口点在月心白道坐标系下的经纬度
作为独立变量，通过该经纬度来描述入口点／出口
点的空间位置［１－２，４－６，８］。

采用传统的圆锥曲线拼接法的设计参数计算

转移窗口时问题待求解参数的维度大，计算转移

窗口时的计算时间过长。对于在天梯系统出发这

一类地月转移轨道设计问题，由于出发轨道的倾

角已知、升交点赤经（ｒｉｇｈｔａｓｃｅｎｓｉｏｎｏｆａｓｃｅｎｄｉｎｇ
ｎｏｄｅ，ＲＡＡＮ）也可求出，本文借助空间几何关系
把原始问题降维，从而大大降低求解问题的规模。

其基本思想是：基于转移轨道面和月球影响球的

几何关系来描述空间位置关系，地月／月地转移轨
道面与月球影响球必须相交（否则一定不可能被

月球捕获）。通过转移轨道面切割月球影响球形

成的几何关系就可以描述地月／月地转移轨道，结
合Ｌａｍｂｅｒｔ原理就可以求解出所需的转移轨道参
数。这样就把原来的三维球面搜索算法降维成了

二维平面内切割月球影响球形成的圆上的搜索算

法。另外本文的描述方式把地月转移轨道求解问

题解耦成平面内转移轨道形状计算问题以及转移

轨道空间定向问题，从而大大降低了问题求解

维度。

１．１　转移三角形形状计算问题

选择到达入口点时刻 ｔＡ、从近地点出发飞行

到入口点的飞行时间ｔＰＡ、入口点地心距向量
→ＥＡ的

大小ｒＥＡ作为设计变量。
对于从天梯出发的奔月任务来说，为了扩大

任务窗口，可以适当允许出发转移轨道有小倾角，

以尽可能节约推进剂，比如要求 ｉ∈［－０５°，
０５°］。由于天梯质心位于地球定点位置，相应
的升交点赤经为：

Ω＝Ω０＋ωＥｔ
其中，Ω０为初始点降交点赤经，ωＥ为地球自转角
速度，ｔ为据初始点时刻。

如图１所示，定义地心为Ｅ，月心为Ｌ，轨道面
与月球影响球切割形成圆的圆心为Ｏ。转移轨道
在地球近地点出发，该点定义为Ｐ，到达月球影响
球的入口点Ａ。

转移轨道面与月球影响球切割的交线必然形

成一个圆，该圆上各点到月心的距离等于影响球

半径ｒｓ，ｒｓ＝６６２００ｋｍ。转移轨道面法方向或轨
道动量矩方向ｎＯＬ为：

ｎＯＬ＝［ｓｉｎｉｓｉｎΩ，－ｓｉｎｉｃｏｓΩ，ｃｏｓｉ］
Ｔ （１）

通过法向量 ｎＯＬ和地月连线向量
→ＥＬ（即月球

在地心惯性系的位置ｒＬ，由星历ＤＥ４０５／ＬＥ４０５计
算可得）点乘，可以求得夹角∠ＯＬＥ：

ｃｏｓ∠ＯＬＥ＝ ｎＯＬ·ｒＬ ／ｒＬ （２）
其中，ｒＬ为地月距离。

由图（１）所示的几何关系可知，顺行轨道（ｉ，

·２２·
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图１　轨道面与月球影响球的切割示意图
Ｆｉｇ．１　Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｓｅｃｔｉｏｎｏｆｏｒｂｉｔａｌｐｌａｎｅａｎｄ

ｔｈｅｓｐｈｅｒｅｏｆｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｍｏｏｎ

Ω）和逆行轨道（π－ｉ，Ω＋π）都满足以上几何关
系（二者轨道面法向相差１８０°），相应的式（２）取
绝对值，可根据工程实际约束来选取。

轨道面与月心的距离向量
→ＯＬ的大小ｌ为：

ｌ＝ｒＬｃｏｓ∠ＯＬＥ （３）
地月转移轨道面与月球影响球必须相交，否

则转移轨道与月球影响球没有交点，就无法形成

环月轨道。对应的数学约束条件就是：

ｌ≤ｒｓ （４）
发射窗口搜索时间区间出现在满足式（４）的

时间段，该约束条件可以极大地节约转移窗口的

计算量。

轨道面与影响球切割而成的圆半径 ＯＡ的大
小ｒ０为：

ｒ０＝ ｒ２ｓ－ｌ槡
２ （５）

向量
→ＯＥ的大小ｋ：

ｋ＝ ｒ２Ｌ－ｌ槡
２ （６）

轨道面与月球影响球相切的截面如图 ２所
示，定义Ｏ点为截面圆的圆心，转移轨道入口点
地心距向量

→ＥＡ的大小ｒＥＡ完全取决于向量
→ＯＥ的大

小ｋ与 →ＯＡ的大小ｒ０，即：
ｋ－ｒ０≤ｒＥＡ≤ｋ＋ｒ０ （７）

由地月几何关系，ｒＥＡ取值范围可扩大为：
ｒＬ－ｒｓ≤ｋ－ｒ０≤ｒＥＡ≤ｋ＋ｒ０≤ｒＬ＋ｒｓ （８）

图２　轨道面与月球影响球的截面平面示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｅｃｔｉｏｎｐｌａｎｅｏｆｏｒｂｉｔａｌｐｌａｎｅａｎｄ

ｔｈｅｓｐｈｅｒｅｏｆｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｍｏｏｎ

已知地月平均距离为３８４４００ｋｍ，因此地月
距离ｒＬ考虑一定余量就可以得到ｒＥＡ的取值范围，
如取余量Δ＝０１可得：

（ｒＬ－ｒｓ）（１－Δ）≤ｒＥＡ≤（ｒＬ＋ｒｓ）（１＋Δ）
即

２８６３８０ｋｍ≤ｒＥＡ≤４９５６６０ｋｍ （９）
在给定时间ｔＰＡ内，从近地出发点Ｐ运行到入

口点 Ａ的地月转移轨道构成了一个 Ｌａｍｂｅｒｔ问
题。根据Ｌａｍｂｅｒｔ定理，地月转移出发点 Ｐ到入
口点Ａ的飞行时间ｔＰＡ仅与轨道半长轴、两点与地
心距离之和ｒＰＥ＋ｒＥＡ以及弦长ｒＰＡ有关。又由余弦
定理，给定ｒＰＥ和 ｒＥＡ，则弦长 ｒＰＡ和真近点角 θＰＡ一
一对应。因此地月转移轨道问题转化为已知 ｔＰＡ
求θＰＡ的问题。Ｅ、Ｐ、Ａ确定了一个与转移轨道相
关的三角形，称为转移三角形。

现在出发点距地心的位置向量
→ＥＰ的大小 ｒＥＰ

已知（即出发点轨道半径）、飞行时间ｔＰＡ的取值范
围一般由任务给定、入口点地心距 ｒＥＡ取值由
式（９）给定，给定一组飞行时间ｔＰＡ和 ｒＥＡ就可以根
据Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解对应的真近点角 θＰＡ。该问
题只与三个轨道形状参数（半长轴、偏心率和真

近点角）相关，与其他三个轨道面参数（轨道倾

角、升交点赤经和近地点幅角）无关。因此称该

问题为转移三角形形状计算问题。

贺波勇推导了ｔＰＡ和θＰＡ的导数关系。将ｔＰＡ作

为设计变量，用牛顿迭代法求解θＰＡ
［９］。本文的算

例测试发现，该方法对初值较敏感，收敛性一般，

计算量较大，且计算精度也不太高，为此改用

Ｂｒｅｎｔ法求解。
Ｂｒｅｎｔ法在２０世纪 ６０年代，由阿姆斯特丹

·３２·
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数学中心的 ＶａｎＷｉｊｎｇａａｒｄｅｎ和 Ｄｅｋｋｅｒ等研究
成功，并在 １９７３年由 Ｂｒｅｎｔ进行了改进。该方
法特别适合于求解一维非线性方程的根，而无

须提供函数的导数。该方法具有超线性收敛特

性，又能够保证二分法的收敛确定性。具体算

法参见文献［１５］。
按照Ｂｒｅｎｔ算法，选择ｔＰＡ作为设计变量，求解

θＰＡ，二者的求解关系如下：
地月转移轨道由近地点出发，存在如下关系：

ｒＥＡ＝ｐ／（１＋ｅｃｏｓθＰＡ）
ｐ＝ｒＥＰ（１＋ｅ）

可得到：

ｅ＝
ｒＥＡ－ｒＥＰ

ｒＥＰ－ｒＥＡｃｏｓθＰＡ
（１０）

ａ＝
ｒＥＰ
１－ｅ （１１）

其中：ｐ为半通径；ｅ为偏心率；ａ为半长轴。
至此由θＰＡ、ａ、ｅ不难求得转移轨道飞行时间

ｔＰＡ，可以将求得的ｔＰＡ与给定的转移轨道飞行时间
ｔＰＡ０之差作为待求的一维非线性目标函数，对应的
未知量θＰＡ可由Ｂｒｅｎｔ法求解。

转移三角形形状求解问题在整个搜索过程中

重复出现，但由本文模型的描述方式可知，该三角

形与轨道倾角、升交点赤经和近地点幅角无关，因

此该求解问题与整体窗口搜索算法解耦，可以把

转移三角形所有可能的轨道组合提前求解出来，

在接下来的窗口搜索中就只需要匹配这些已知的

转移三角形，从而大大降低问题的搜索维度，节省

计算量。此外转移三角形形状求解问题也从原来

的三维影响球的球面经纬度搜索问题降维成为平

面内圆上点的搜索问题，进一步节省了计算量。

１．２　转移三角形的空间定向问题

１）对于如近地轨道空间站出发的地月转移
轨道，ｉ和初始 Ω０一般已知，则当时的 Ω可由到
达入口点时刻和飞行时间来决定，未知量为近地

点幅角ω；
２）对于天梯奔月任务来说，天梯位于赤道上

方，ω等于０°（顺行轨道）或者１８０°（逆行轨道），
未知量为ｉ。

以上两种情况均可由Ｂｒｅｎｔ算法求解。
由地心惯性系到轨道系的坐标旋转矩阵为：

ＬＯｉ＝Ｌｚ（ｕ）Ｌｘ（ｉ）Ｌｚ（Ω）
其中：Ｌｘ（）表示绕 ｘ轴旋转 角度的坐标旋转
矩阵；Ｌｚ（）表示绕 ｚ轴旋转 角度的坐标旋转
矩阵；ｕ＝ω＋θ为纬度幅角，其中θ为真近点角。

地心惯性系下的入口点位置矢量ｒＥＡ为：

ｒＥＡ＝（Ｌ
Ｏ
ｉ）
Ｔ

ｒＥＡ








０
０
　　　　　　　　

＝ｒＥＡ

ｃｏｓｕｃｏｓΩ－ｓｉｎｕｃｏｓｉｓｉｎΩ
ｃｏｓｕｓｉｎΩ＋ｓｉｎｕｃｏｓｉｃｏｓΩ

ｓｉｎｕｓｉｎ









ｉ

（１２）

由图１可知，ｒＥＡ与月球位置矢量 ｒＬ（由星历
计算）及入口点到月心的矢量 ｒＬＡ满足如下几何
关系：

ｒＬＡ＝ｒＥＡ－ｒＬ
而ｒＬＡ的大小等于月球影响球半径ｒｓ，则：

ｒＥＡ－ｒＬ －ｒｓ＝０ （１３）
因此根据未知的ω或者ｉ，由Ｂｒｅｎｔ算法预先

判断所求区间是否有解，再求解式（１３）对应的一
维非线性方程的根，就可以得到满足条件的未知

的ω或者ｉ［１５］。即：
１）对于 ｉ给定的转移轨道，ω∈［０°，３６０°］，

由式（１２）和式（１３），根据已知的五个轨道根数，
由Ｂｒｅｎｔ算法求解ω；
２）对于天梯任务，ｉ∈［－０５°，０°］和ｉ∈［０°，

０５°］对应的逆行和顺行轨道，同样由式（１２）和
式（１３），根据已知的其他五个轨道根数，由 Ｂｒｅｎｔ
算法求解ｉ。

然后根据式（１）～（６）计算转移三角形数据
库中待评估的转移三角形是否满足式（７）。

以上求解轨道面参数的过程称为转移三角形

的空间定向问题。

以上求解出了地月转移段轨道六个轨道根

数，还需要进一步判断该轨道进入月球影响球被

月球捕获以后形成的环月轨道是否满足给定条

件。此时需把地心惯性系下的入口点处的矢量

ｒＬＡ和ｖＬＡ转换到月心白道系下
［２］：

ｒＬＬＡ＝ＭｒＬＡ＝Ｍ（ｒＥＡ－ｒＬ）
ｖＬＬＡ＝Ｍ（ｖＥＡ－ｖＬ）

Ｍ＝Ｌｚ（ｕＬ＋π）Ｌｘ（ｉＬ）Ｌｚ（ΩＬ）
其中：Ｍ为地心惯性系到月心瞬时白道系的旋转
矩阵。上式中的上标Ｌ表示月球相关的参数。

基于上式求得的月心系下的位置和速度，就

可以求得月心段绕月轨道参数，之后可以判断是

否满足需要的环月轨道条件，比如环月轨道高度

约束等。

以上是普通地月转移轨道的求解流程。对于

载人航天任务常用的自由返回轨道，可基于对称

性原理，进一步求得月地转移段轨道参数，再判断

是否满足载人航天任务常用的自由返回轨道约束

条件，如返回地球时的近地点高度、再入角等。本

·４２·
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文只计算一般的地月转移轨道，自由返回轨道求

解的具体流程可参考 Ｂａｔｔｉｎ［１］、黄文德［４－５］、贺波

勇［８］等的报道。

２　天梯奔月解法

２．１　ＣＰＵ并行计算技术简介

当前ＣＰＵ主频的提升已经明显遇到了瓶颈，
计算机硬件界主要关注如何发展多核 ＣＰＵ。目
前民用ＣＰＵ已经拥有十多个核心。针对 ＣＰＵ核
心数越来越多的现状，科学计算必须考虑并行／并
发程序设计，避免浪费计算资源。

并行计算一般可分为计算密集型、数据密

集型、网络密集型［１０］，本文主要关注计算密集型

计算。１９９４年诞生的 ＭＰＩ已经成为集群并行程
序设计事实上的标准。１９９７年诞生的 ＯｐｅｎＭＰ
已经成为单机多核并行事实上的标准［１０］。本文

的并行程序主要针对单机多核并行架构，而单

机多核图形处理器（ｇｒａｐｈｉｃｓｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｕｎｉｔ，
ＧＰＵ）加速并行架构和多机多核并行架构不在
本文考虑。常用的并行分解技术有两种：递归

分解和数据分解［１１－１２］。本文着重关注单机

ＣＰＵ并行程序设计，并主要采用数据分解的方
式来设计并行程序。

本文综合考虑到可移植性、编程方便性、程序

稳健性等，避免采用复杂的ＭＰＩ，而是采用Ｊａｖａ语
言，并行计算程序设计基于 ＰａｒａｌｌｅｌＪａｖａ２Ｌｉｂｒａｒｙ
（ＰＪ２库）［１３］。

ＰＪ２ 库 是 ＲＩＴ （Ｒｏｃｈｅｓｔｅｒ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ）的Ｋａｍｉｎｓｋｙ教授开发的 Ｊａｖａ语言的
并行计算调度库，并应用于 ＲＩＴ计算机学院的超
级计算机集群上。其主要设计思想是简化并行计

算程序设计的难度，特别是避免使用复杂的ＭＰＩ，
能够极好地适用于单机 ＣＰＵ、ＧＰＵ并行以及分布
式集群异构并行计算。ＰＪ２库有五种ＣＰＵ核心并
行 调 度 机 制： Ｆｉｘｅｄ、 Ｌｅａｐｆｒｏｇ、 Ｄｙｎａｍｉｃ、
Ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ、Ｇｕｉｄｅｄ。后四种调度机制代表了当
前常见的先进并行调度机制，具体介绍参见文

献［１３］。本文选择Ｄｙｎａｍｉｃ调度机制作为示例。

２．２　天梯地月转移轨道窗口计算并行设计

天梯系统的基本组成如图３所示，主要包括
天梯绳索、地球表面节点、ＧＥＯ节点、顶点锚、绳
索攀爬器、地球表面运输系统和运营中心［１４］。

天梯绳索是天梯最重要的组成部分，其主

要功能为向攀爬器提供依附的途径，使攀爬器

能够沿着缆绳从地表节点进入空间，同时其还

要平衡整个天梯的重力与系统绕地球转动形成

图３　天梯系统组成示意图［１５］

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｓｐａｃｅｅｌｅｖａｔｏｒｓｙｓｔｅｍ［１５］

的离心力；攀爬器为运输有效载荷进入空间的

运载器，其沿着绳索爬升，进入轨道预定位置后

将有效载荷释放；地球表面节点和顶点锚分别

位于绳索的两端，起到固定绳索位置、调整绳索

姿态的功能。整个天梯的质心设置在 ＧＥＯ节点
位置，这样整个天梯系统就以地球的自转速度

围绕地球旋转，从而保证天梯与地面相对

静止［１４，１６］。

由于天梯从地表一直延伸到 ＧＥＯ更远端，
在执行行星际发射任务时，在天梯不同的高度

释放可以获得不同的能量。比如，在天梯远端

顶点锚处（距离地心１０００００ｋｍ）释放甚至无须
施加速度增量就可以飞往火星［１６］。本文设计的

从天梯飞往月球的转移轨道算法，重点解决在

天梯哪一高度释放才能以最小的代价飞往

月球。

本文假定天梯初始位于升交点赤经６０°赤道
上空。转移轨道约束地月转移轨道真近点角差

θＰＡ＜π，近月点轨道高度为５０ｋｍ≤ｒＨ≤１０００ｋｍ。
考虑到２０２５年３月白道面与赤道面相对夹角达
到最大值，约为 ２８７２°，本文窗口计算的时间段
取为２０２５年３月。

本文采用基于数据分解的并行方式，主要设

计两级并行算法：转移三角形形状并行计算问题

和转移三角形的空间定向并行计算问题。具体流

程如图４所示。
第一个问题是转移三角形形状计算问题并

·５２·
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图４　轨道设计流程
Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｄｅｓｉｇｎ

行化：在初估转移轨道特性时，ｒＥＡ根据式（９）均
匀选择若干个点作为并行化设计参数，从近地

点出发飞行到入口点的飞行时间 ｔＰＡ取 ３０～
１７０ｈ，基于Ｂｒｅｎｔ算法求解转移三角形的真近点
角，求得的结果存储下来用于下一个子问题的

搜索。

第二个问题是转移三角形的空间定向问题并

行化：天梯地月转移轨道窗口计算时，以到达入口

点时刻ｔＡ作为划分并行颗粒度的设计变量，计算
１个月的时间周期。以到达入口点时刻作为并行
颗粒度划分的主要好处是可以在并行计算之前计

算好ｔＡ时刻的月球星历。在计算空间定向时，轨
道倾角 ｉ∈［－０５°，０５°］。在前一问题中求得
的满足约束的转移三角形数据库中，求解满足

式（１３）的Ｂｒｅｎｔ子问题，从而求解出对应的转移
轨道空间定向参数轨道倾角。然后判断所求得的

轨道是否满足地月转移轨道条件，如果满足则找

到一条可行的转移轨道。

２．３　天梯奔月窗口计算结果

下面分别计算 ＧＥＯ点释放和天梯远端顶点
锚处释放奔月的计算结果，分别如图５和图６所

示。本文的算例中，采用一台Ｗｉｎｄｏｗｓ１０系统的
电脑（ＡＭＤ３７００Ｘ八核十六线程 ＣＰＵ，主频
３６ＧＨｚ，内存 ８Ｇ），ｒＥＡ取 ５００个点，ｔＰＡ间隔取
０２ｈ，ｔＡ间隔取１０ｍｉｎ，并行计算在天梯 ＧＥＯ点
释放时１个月的奔月窗口需要４３７５７ｓ，串行计
算需要３０４０３２ｓ，并行加速比为６９５。

由图５和图６的计算结果表明，从天梯奔月
每月内存在两次窗口，每次窗口持续 ４～６天。
对于奔月任务，天梯顶点锚处释放所需的速度

增量反而比在 ＧＥＯ节点直接奔月所需的速度增
量大，这主要是由于在远端顶点锚处释放的地

月转移轨道获得了过多的能量，此能量甚至能

飞行到火星，但不适合用于月球轨道转移。为

了详细计算窗口，还需要把 ｒＥＡ、ｔＰＡ和 ｔＡ的间隔
取得更密集一些，但这里用于了解转移轨道的

特性已经足够。

（ａ）飞行时间结果
（ａ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｌｉｇｈｔｔｉｍｅ

（ｂ）速度增量结果
（ｂ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

（ｃ）近月点高度结果
（ｃ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｅｒｉｌｕｎｅｈｅｉｇｈｔ

图５　天梯ＧＥＯ点发射月球轨道任务图
Ｆｉｇ．５　Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｓｐａｃｅｅｌｅｖａｔｏｒ
ｔｒａｎｓｆｅｒｔｏＭｏｏｎｏｒｂｉｔａｔＧＥＯｐｏｉｎｔ

（ａ）飞行时间结果
（ａ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｌｉｇｈｔｔｉｍｅ
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（ｂ）速度增量结果
（ｂ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

（ｃ）近月点高度结果
（ｃ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｅｒｉｌｕｎｅｈｅｉｇｈｔ

图６　天梯远端发射月球轨道任务图
Ｆｉｇ．６　Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｓｐａｃｅｅｌｅｖａｔｏｒ
ｔｒａｎｓｆｅｒｔｏＭｏｏｎｏｒｂｉｔａｔＦａｒｓｉｄｅ

为寻找到底在何处释放可以以较小代价飞往

月球，计算了天梯不同轨道高度释放的奔月窗口，

计算结果表明：在天梯距地心５１０００ｋｍ处释放
进入地月转移轨道，所需要的速度增量较小，所需

速度增量如图７所示。在此处释放飞行器获得的
相对地心惯性系的线速度为３７１９ｋｍ／ｓ。

（ａ）飞行时间结果
（ａ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｌｉｇｈｔｔｉｍｅ

（ｂ）速度增量结果
（ｂ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

（ｃ）近月点高度结果
（ｃ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｅｒｉｌｕｎｅｈｅｉｇｈｔ

图７　天梯５１０００ｋｍ处发射月球轨道任务图
Ｆｉｇ．７　Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｓｐａｃｅｅｌｅｖａｔｏｒ
ｔｒａｎｓｆｅｒｔｏＭｏｏｎｏｒｂｉｔａｔ５１０００ｋｍ

为详细研究从地心距５１０００ｋｍ处释放的地月
转移轨道特性，ｒＥＡ取２０００个点，ｔＰＡ间隔取０１ｈ，ｔＡ
间隔取１ｍｉｎ，并行计算天梯在ＧＥＯ点释放时１个
月的奔月窗口需要３０２２０１２ｓ（合５０３７ｍｉｎ）。

如图８所示，在距地心５１０００ｋｍ处的天梯奔月
环月轨道倾角分布在１０°～１７０°之间。

天梯地月转移轨道的月球影响球入口点如图９
所示，在月球影响球上西半球，在南、北纬度均有

分布。

图８　月球轨道倾角与升交点赤经
Ｆｉｇ．８　ＩｎｃｌｉｎａｔｉｏｎａｎｄＲＡＡＮｏｆＭｏｏｎｏｒｂｉｔ

图９　入口点经纬度分布
Ｆｉｇ．９　Ｌａｔｉｔｕｄｅａｎｄｌｏｎｇｉｔｕｄｅｏｆｅｎｔｒｙｐｏｉｎｔ

以寻找到的速度增量最小的转移轨道为例，

输入ＳＴＫ进行验证，计算得到的转移轨道根数如
表１所示，到入口点飞行时间１１１９ｈ，入口点对
应历书时儒略日（对应 ＳＴＫ的 ＪＥＤ时间）为
２４６０７４７９７３６１１１１，求得的最小速度增量为
０８５５ｍ／ｓ，近月点高度为５１７０４０ｋｍ。

基于商业软件 ＳＴＫ的 Ａｓｔｒｏｇａｔｏｒ模块进行验
证，ＳＴＫ／Ａｓｔｒｏｇａｔｏｒ在地球段和月球段轨道预报器
分别选地球点质量和月球点质量模型，ＳＴＫ计算
得到的近月点高度为 ５１７６４５ｋｍ。本文计算结

·７２·



国 防 科 技 大 学 学 报 第４４卷

果与之接近，显示了本文算法的正确性。设计结

果如图１０所示。

表１　地月转移轨道入口点根数
Ｔａｂ．１　ＥａｒｔｈＭｏｏｎｔｒａｎｓｆｅｒｏｒｂｉｔｅｌｅｍｅｎｔｓａｔｅｎｔｒｙｐｏｉｎｔ

半长轴／

ｋｍ
偏心率

倾角／

ｒａｄ

升交点

赤经／ｒａｄ

真近点

角／ｒａｄ

２２２１５３５２４０．７７０４３２３２５３５×１０－５ ６．２７２６７ ２．９９３１１

图１０　天梯地月转移轨道
Ｆｉｇ．９　ＥａｒｔｈＭｏｏｎｔｒａｎｓｆｅｒｏｒｂｉｔｆｒｏｍｓｐａｃｅｅｌｅｖａｔｏｒ

３　结论

本文提出一种基于飞行轨道面参数描述地月

转移轨道的双二体模型表达方式，避免采用传统

的基于月球影响球入口点经纬度的描述方式，该

表达方式由轨道定义出发，通过地月几何关系来

表述，更加明确直观。通过表述方式的转换把原

来的三维球面搜索算法降维成为二维平面内圆上

的搜索算法，结合一维非线性方程求根算法Ｂｒｅｎｔ
算法和 Ｌａｍｂｅｒｔ原理，可以高效地求解地月转移
轨道的形状参数。

通过合理的解耦分解，将原始的轨道窗口多

变量搜索问题进一步分解为两个子问题：一个为

转移三角形形状计算问题，通过转移轨道形成的

三角形几何关系，结合 Ｌａｍｂｅｒｔ原理求解出转移
轨道的形状参数（半长轴、偏心率及真近点角）；

另一个为转移三角形的空间定向问题，基于已求

得的转移轨道形状数据匹配搜索可行的转移轨

道，确定剩余的三个轨道面相关参数。最后为了

加速窗口搜索过程，充分发挥多核计算机算力，形

成一种转移三角形形状计算问题和空间定向问题

的两级并行算法。

基于本文的并行圆锥曲线几何切面法，计算

了天梯不同高度进行奔月任务的轨道窗口，结果

表明：

１）在天梯远端释放执行奔月任务效果甚至

不如在ＧＥＯ点直接释放的效果。
２）在距地心５１０００ｋｍ左右释放执行奔月任

务所需的速度增量极小。

３）天梯出发的奔月环月轨道轨道倾角分布
在１０°～１７０°之间。入口点在月球影响球上西半
球，在南、北纬度均有分布。

４）计算天梯奔月１个月的发射窗口，本文的
两级并行算法加速比达６９５。
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