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改进 Ｌａｐｌａｃｅ先验下的复数域多任务贝叶斯压缩感知方法
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摘　要：为了将现有的实数域贝叶斯压缩感知方法推广至复数域，利用改进Ｌａｐｌａｃｅ先验假设，提出了一种复
数域多任务贝叶斯压缩感知（ｃｏｍｐｌｅｘｍｕｌｔｉｔａｓｋＢａｙｅｓｉａｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇｕｓｉｎｇｍｏｄｉｆｉｅｄＬａｐｌａｃｅｐｒｉｏｒｓ，ＣＭＢＣＳ
ＭＬＰ）方法，消除了测量噪声方差的影响，并推导了一种基于递归操作的快速算法。数值仿真表明：针对复数域稀疏

听
语
音
　







聊
科
研

















与
作
者
互
动

信号重构问题，相比于现有方法，所提ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法具有更好的精确性和鲁棒性。
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感知

中图分类号：ＴＮ９１１．７　　文献标志码：Ａ　　开放科学（资源服务）标识码（ＯＳＩＤ）：
文章编号：１００１－２４８６（２０２３）０５－１５０－０７

ＣｏｍｐｌｅｘｍｕｌｔｉｔａｓｋＢａｙｅｓｉａｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｕｓｉｎｇｍｏｄｉｆｉｅｄＬａｐｌａｃｅｐｒｉｏｒｓ

ＺＨＡＮＧＱｉｌｅｉ１，ＳＵＮＢｉｎ２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００７３，Ｃｈｉｎａ；

２．ＢｅｉｊｉｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｒａｃｋｉｎｇａｎｄＴｅｌｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１０００９４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＴｏｅｘｔｅｎｄｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｒｅａｌｖａｌｕｅｄＢＣＳ（Ｂａｙｅｓｉａｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ）ｆｒａｍｅｗｏｒｋｔｏｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｖａｌｕｅｄｏｎｅ，ａＣＭＢＣＳＭＬＰ

（ｃｏｍｐｌｅｘｍｕｌｔｉｔａｓｋＢａｙｅｓｉａｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｓｉｎｇｍｏｄｉｆｉｅｄＬａｐｌａｃｅｐｒｉｏｒｓ）ｗａｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏｅｌｉｍｉｎａｔｅｔｈｅｉｍｐａｃｔｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｎｏｉｓｅｖａｒｉａｎｃｅ，ａｎｄａｆａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｗａｓｆｕｒｔｈｅｒｄｅｒｉｖｅｄ．Ｉｔｉｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄｂｙｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓｔｈａｔｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄ

ＣＭＢＣＳＭＬＰａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｍｏｒｅａｃｃｕｒａｔｅａｎｄｒｏｂｕｓｔｔｈａｎｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｓｐａｒｓｅｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｂａｙｅｓｉａｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ；ｍｕｌｔｉｔａｓｋｌｅａｒｎｉｎｇ；ｍｏｄｉｆｉｅｄＬａｐｌａｃｅｐｒｉｏｒｓ；ｃｏｍｐｌｅｘＢａｙｅｓｉａｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ

　　稀疏贝叶斯学习（ｓｐａｒｓｅＢａｙｅｓｉａｎｌｅａｒｎｉｎｇ，
ＳＢＬ）理论已经发展成为信号处理领域的一个重
要分支［１－４］。ＳＢＬ理论与压缩感知相结合催生了
一类重要的稀疏信号重构算法，即贝叶斯压缩感

知（Ｂａｙｅｓｉａｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ，ＢＣＳ）方法［５－７］。

ＢＣＳ方法的应用领域相当广泛，包括阵列设计、波
束形成和雷达成像等［８－１０］。

ＳＢＬ又被称为相关向量机（ｒｅｌｅｖａｎｃｅｖｅｃｔｏｒ
ｍａｃｈｉｎｅ，ＲＶＭ），具有良好的全局最优和局部最优
特性［３］。研究表明，ＳＢＬ等价于一种加权的 １范
数算法，因此是一类精确性和鲁棒性更好的稀疏

重构算法［１１］。文献［５］将 ＳＢＬ理论应用到压缩
感知领域，并提出了 ＢＣＳ技术。随后，ＢＣＳ被进
一步扩展到多任务压缩感知领域［６］。文献［７］基
于分层Ｌａｐｌａｃｅ先验分布，提出了一种改进的ＢＣＳ
方法。基于上述研究，实数域的 ＢＣＳ理论框架已

经基本完善了。然而，现有的实数域 ＢＣＳ方法无
法直接解决复数域稀疏信号重构问题。

为了利用 ＢＣＳ理论实现复数域稀疏信号重
构，文献［１２－１３］给出了一种直观的解决思路，
即将复数分解为实部和虚部，分别利用现有的实

数域ＢＣＳ方法进行求解，最后将两部分结果合成
为复数。在此基础上，文献［１４］假设复数的实部
和虚部具有相同的稀疏特性，提出了一种复数域

多 任 务 ＢＣＳ（ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｕｌｔｉｔａｓｋ Ｂａｙｅｓｉａｎ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＭＴＢＣＳ）算法。然而，由于
复数分解，测量矩阵和信号的维度都被扩大了，上

述算法的存储量和计算量明显增加。此外，复数

分解不可避免地破坏了原始复数信号的内部结

构，因此稀疏重构结果难以令人满意。

与上述算法不同，本文直接在复数域推导并构

建ＢＣＳ理论框架。首先，基于改进的分层Ｌａｐｌａｃｅ
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先验和多任务学习模型，建立了复数域贝叶斯压缩

感知模型；其次，通过边缘积分消除了测量噪声方

差的影响，提出了一种复数域贝叶斯压缩感知方

法；再次，利用矩阵分解理论，推导了一种基于递归

操作的快速算法；最后，利用数值仿真实验验证了

本文提出的改进Ｌａｐｌａｃｅ先验下的复数域多任务贝
叶 斯 压 缩 感 知 （ｃｏｍｐｌｅｘｍｕｌｔｉｔａｓｋ Ｂａｙｅｓｉａｎ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｓｉｎｇｍｏｄｉｆｉｅｄＬａｐｌａｃｅ
ｐｒｉｏｒｓ，ＣＭＢＣＳＭＬＰ）方法的有效性。

１　问题描述

１．１　多任务学习模型

本文考虑一种多任务学习场景，假设不同任

务之间是统计相关的，且共享相同的先验参数。

复数域多任务贝叶斯测量模型可以表示为

ｙｉ＝Φｉｘｉ＋ｎｉ （１）
其中：ｉ＝１，２，…，Ｌ表示任务索引，Ｌ代表任务数
目；ｙｉ∈ＣＣ

Ｎｉ表示复数域压缩观测数据，Φｉ∈ＣＣ
Ｎｉ×Ｍ

表示复数域测量矩阵，ｘｉ∈ＣＣ
Ｍ表示复数域原始信

号，ｎｉ∈ＣＣ
Ｎｉ代表复数域测量噪声，ＮｉＭ。

根据ＢＣＳ理论框架，如果ｘｉ满足某种合适的
稀疏先验分布，则可以利用贝叶斯原理得到该信

号的后验概率，进而从压缩后的观测数据 ｙｉ中恢
复出稀疏原始信号ｘｉ

［１－３］。

１．２　改进的分层Ｌａｐｌａｃｅ先验

根据贝叶斯理论观点，所有的未知变量均可

以看作满足一定概率分布的统计量［１，１５］。

首先，假设ｎｉ满足零均值复高斯分布，且方
差为 σ２。令 β＝σ－２，则复数域观测数据的条件
概率分布函数可以表示为

ｐ（ｙｉｘｉ，β）＝ＣＮ（ｙｉΦｉｘｉ，β
－１）

＝ β( )π
Ｎｉ
·ｅｘｐ［－βｙｉ－Φｉｘｉ

２
２］（２）

其中，ＣＮ（·）代表多变量复高斯分布，先验参数
β满足Ｇａｍｍａ先验分布

　ｐ（βａ，ｂ）＝Γ（βａ，ｂ）＝ ｂａ

Γ（ａ）β
ａ－１ｅ－ｂβ （３）

其中，ａ≥０和 ｂ≥０属于超先验，Ｇａｍｍａ函数

Γ（ａ）＝∫
∞

０
ｔａ－１ｅ－ｔｄｔ。

然后，假设原始信号ｘｉ满足某种稀疏先验分
布。文献［７］已经证明，相比于 ＲＶＭ中的先验分
布［１］，分层 Ｌａｐｌａｃｅ分布是一种性能更优的先验
分布。然而，直接沿用文献［７］提出的分层
Ｌａｐｌａｃｅ先验设置得到的 ＢＣＳ算法受测量噪声方
差，即先验参数β的影响。如果 β的初始值设置

不合理，ＢＣＳ算法存在性能恶化的危险。然而，通
过改进原始信号ｘｉ的先验分布形式，可以消除参
数β的影响，进而得到一种改进的ＢＣＳ算法［６］。

第一层，假设ｘｉ满足特殊的多变量零均值复
高斯分布

ｐ（ｘｉα，β）＝∏
Ｍ

ｍ＝１
ＣＮ（ｘｉ，ｍ ０，α－１ｍβ

－１）

＝∏
Ｍ

ｍ＝１

αｍβ
π
·ｅｘｐ［－αｍβ· ｘｉ，ｍ

２］

（４）
其中，α为先验参数，ｘｉ，ｍ 表示ｘｉ的第ｍ个元素
的绝对值。第二层，假设 α先验参数满足一种特
殊的Ｇａｍｍａ分布

ｐ（αλ）＝∏
Ｍ

ｍ＝１
Γ（α－１ｍ １，λ）＝∏

Ｍ

ｍ＝１
λ·ｅｘｐ－λ

α( )
ｍ

（５）
其中，αｍ ＞０，且λ＞０。综上，原始信号ｘｉ的先验
分布可以表示为

ｐ（ｘｉβ，λ）＝∫ｐ（ｘｉα，β）ｐ（αλ）ｄα
＝（λβ）Ｍ／２·ｅｘｐ－２ λ槡 β∑

Ｍ

ｍ＝１
ｘｉ，[ ]
ｍ

（６）
可以看出，经过分层先验设置，复数域原始信

号ｘｉ满足 Ｌａｐｌａｃｅ先验分布。第三层，假设超先
验参数λ满足一种特殊分布ｐ（λ）＝１／λ［７］。

图１　基于改进Ｌａｐｌａｃｅ先验的复数域多任务
贝叶斯压缩感知模型图

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｇｒａｐｈｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｃｏｍｐｌｅｘｍｕｌｔｉｔａｓｋＢａｙｅｓｉａｎ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇｕｓｉｎｇｍｏｄｉｆｉｅｄＬａｐｌａｃｅｐｒｉｏｒｓ

综上，图１给出了基于改进的分层Ｌａｐｌａｃｅ先
验的复数域多任务学习贝叶斯模型图。可以看

出，该贝叶斯模型分为三层：底层为复数域多任务

信号模型，中间层为由多个任务共享的先验参数，

顶层为超先验参数，用来控制中间层的先验参数。

·１５１·
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本文中先验参数和超先验参数同称为超参数

（ｈｙｐｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｓ）。

２　ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法

２．１　贝叶斯推断

根据ＢＣＳ理论，原始信号的稀疏重构是通过
使其后验概率最大得到的。图１中未知变量的后
验概率分布可以表示为

ｐ（｛ｘｉ｝，α，β，λ｛ｙｉ｝）＝
ｐ（｛ｘｉ｝，α，β，λ，｛ｙｉ｝）

ｐ（｛ｙｉ｝）

（７）
其中，｛ｘｉ｝和｛ｙｉ｝分别代表原始信号集和观测数
据集。通常，很难直接得到ｐ（｛ｘｉ｝，α，β，λ｛ｙｉ｝）
的解析表达式［１］。然而，根据贝叶斯原理

　ｐ（｛ｘｉ｝，α，β，λ｛ｙｉ｝）
＝ｐ（｛ｘｉ｝｛ｙｉ｝，α，β，λ）·ｐ（α，β，λ｛ｙｉ｝） （８）
根据式（８），可以得到一种实用的贝叶斯推

断方法。

假设超参数α和β已知，则原始信号ｘｉ的后
验概率分布可以表示为

ｐ（ｘｉｙｉ，α，β）＝
ｐ（ｙｉｘｉ，β）ｐ（ｘｉα，β）

ｐ（ｙｉα，β）
（９）

根据式（２）和式（４），可以得到
ｐ（ｘｉｙｉ，α，β）＝ＣＮ（ｘｉμｉ，β

－１Σｉ） （１０）
其中

μｉ＝ΣｉΦ
Ｈ
ｉｙｉ

Σｉ＝（Φ
Ｈ
ｉΦｉ＋Ａ）{ －１

（１１）

Ａ＝ｄｉａｇ（α１，α２，…，αＭ）是对角矩阵。
进而，基于１．２节建立的特殊先验分布，可以

通过边缘积分消去参数β的影响，即

　ｐ（ｘｉｙｉ，α）＝∫ｐ（ｘｉｙｉ，α，β）ｐ（βａ，ｂ）ｄβ

＝
Γ（Ｍ＋ａ）１＋

（ｘｉ－μｉ）
ＨΣ－１ｉ（ｘｉ－μｉ）[ ]ｂ

－（Ｍ＋ａ）

Γ（ａ）（ｂπ）Ｍ Σｉ
（１２）

可以看出，通过边缘积分消去超参数β之后，
ｘｉ的后验概率分布从式（１０）给出的多变量复高
斯分布变为式（１２）给出的多变量 Ｓｔｕｄｅｎｔｔ分
布［６］。根据Ｓｔｕｄｅｎｔｔ分布的性质，ｘｉ的后验期望
仍然为μｉ。然而，相比于高斯分布，Ｓｔｕｄｅｎｔｔ分布
具有更尖锐的峰值和更长的拖尾［１，６］，这意味着

改进后的算法具有更好的稀疏重构性能。此外，

消除了测量噪声方差的影响之后，式（１２）中给出
的稀疏重构算法鲁棒性更好。

２．２　超参数估计

本节基于经验贝叶斯（ｅｍｐｉｒｉｃａｌＢａｙｅｓｉａｎ）
方法［１］，给出超参数估计方法。为了估计超参数

α和λ，需要利用所有的观测数据集｛ｙｉ｝。根据贝
叶斯原理，ｐ（α，λ｛ｙｉ｝）∝ｐ（｛ｙｉ｝，α，λ），且

ｐ（｛ｙｉ｝，α，λ）＝ｐ（αλ）ｐ（λ）∏
Ｌ

ｉ＝１
ｐ（ｙｉα）

（１３）
因此，通过使ｐ（｛ｙｉ｝，α，λ）最大化可以得到

上述超参数的点估计值。

根据式（２）和式（３），可以得到

　ｐ（ｙｉα，β）＝∫ｐ（ｙｉｘｉ，β）ｐ（ｘｉα，β）ｄｘｉ
＝ＣＮ（ｙｉ０，β

－１Ｂｉ） （１４）

其中，Ｂｉ＝Ｉ＋ΦｉＡ
－１ΦＨｉ。进而，可以得到边缘似

然（ｍａｒｇｉｎａｌｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ）分布为

ｐ（ｙｉα）＝∫ｐ（ｙｉα，β）ｐ（βａ，ｂ）ｄβ
＝ ｂａ

Γ（ａ）π
－Ｎｉ Ｂｉ

－１（ｙＨｉＢ
－１
ｉｙｉ＋ｂ）

－（Ｎｉ＋ａ）Γ（Ｎｉ＋ａ）

（１５）
为了方便推导，下面将 ｐ（｛ｙｉ｝，α，λ）的对数

值作为代价函数

Ｌ（α，λ）＝ｌｎｐ（｛ｙｉ｝，α，λ）

＝－∑
Ｌ

ｉ＝１
［ｌｎＢｉ ＋（Ｎｉ＋ａ）ｌｎ（ｙ

Ｈ
ｉＢ

－１
ｉｙｉ＋ｂ）］－

　λ∑
Ｍ

ｍ＝１

１
αｍ
＋（Ｍ－１）ｌｎλ＋Ｃ （１６）

其中，Ｃ为常数。对Ｌ（α，λ）分别关于αｍ和 λ求
导，并令导数为零，可以得到两者的点估计值为

α^ｍ ＝
Ｌ＋ Ｌ２＋４λΔ槡 ｍ

２Δｍ

λ＾＝Ｍ－１

∑
Ｍ

ｍ＝１
α－１










ｍ

（１７）

其中，Δｍ ＝∑Ｌ

ｉ＝１ Σｉ，ｍｍ ＋
（Ｎｉ＋ａ）μ

２
ｉ

ｙＨｉＢ
－１
ｉｙｉ

[ ]＋ｂ
，μｉ，ｍ是μｉ

的第ｍ个元素，Σｉ，ｍｍ是Σｉ的第ｍ个对角线元素。
从前面的推导可以看出，μｉ和 Σｉ是 α的函数，而
超参数α和λ又是μｉ和Σｉ的函数。这意味着上
述贝叶斯学习算法需要在式（１１）和式（１７）之间
不断迭代，直到满足迭代终止条件。在迭代学习

过程中，基于 ＲＶＭ原理［１］，绝大多数 αｍ的值将
趋于无穷大，其对应的 ｘｉ，ｍ的值则趋于零；只有少
数αｍ具有限值，其对应的 ｘｉ，ｍ具有合理值，正好
对应原始信号ｘｉ的稀疏解。
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然而，需要指出的是，上述迭代算法涉及矩阵

求逆运算，运算量较大。尤其对于高维度的信号，

该算法的运算量是难以承受的。因此，为了提高

该算法的实用性，有必要研究其快速算法。

３　基于矩阵分解理论的快速算法

如前所述，在迭代算法中，最主要的计算量来

自式（１１）中Σｉ的求解，不仅涉及矩阵求逆运算，
还需要在每次迭代中更新 α中全部的元素。事
实上，文献［２］已经证明，更新α中单个元素也可
以实现代价函数 Ｌ（α，λ）的有效更新。因此，通
过序贯地增加、删除或重新估计 α中的某一个元
素，可以实现超参数 α的有效估计，最终找到原
始信号ｘｉ中所有有效的ｘｉ，ｍ，即实现稀疏重构。

３．１　算法推导

根据矩阵分解理论［２］，矩阵Ｂｉ可以写为
Ｂｉ＝Ｂｉ，－ｍ＋α

－１
ｍ Φｉ，ｍΦ

Ｈ
ｉ，ｍ （１８）

其中，Ｂｉ，－ｍ ＝Ｉ＋∑ｋ≠ｍ
α－１ｋΦｉ，ｋΦ

Ｈ
ｉ，ｋ，Φｉ，ｍ是Φｉ的

第ｍ个列向量。通过矩阵分解，超参数αｍ与α的
其他元素实现了有效隔离。进而，基于行列式等

式和求逆等式，可以得到

Ｂｉ ＝ Ｂｉ，－ｍ １＋α－１ｍ Φ
Ｈ
ｉ，ｍＢ

－１
ｉ，－ｍΦｉ，ｍ

Ｂ－１ｉ ＝Ｂ
－１
ｉ，－ｍ－

Ｂ－１ｉ，－ｍΦｉ，ｍΦ
Ｈ
ｉ，ｍＢ

－１
ｉ，－ｍ

αｍ＋Φ
Ｈ
ｉ，ｍＢ

－１
ｉ，－ｍΦｉ，ｍ

（１９）

只考虑Ｌ（α，λ）中α的影响，则可以得到
Ｌ（α）＝Ｌ（α－ｍ）＋（αｍ） （２０）

其中，Ｌ（α－ｍ）与αｍ无关，而（αｍ）可以表示为

（αｍ）＝－
λ
αｍ
＋∑

Ｌ

ｉ＝１
ｌｎ

αｍ
αｍ ＋ｓｉ，ｍ

－

∑
Ｌ

ｉ＝１
（Ｎｉ＋ａ）ｌｎ１－

ｑｉ，ｍ
２

ｇｉ，ｍ（αｍ ＋ｓｉ，ｍ
[ ]

）

（２１）
其中

ｓｉ，ｍ＝Φ
Ｈ
ｉ，ｍＢ

－１
ｉ，－ｍΦｉ，ｍ

ｑｉ，ｍ＝Φ
Ｈ
ｉ，ｍＢ

－１
ｉ，－ｍｙｉ

ｇｉ，ｍ＝ｙ
Ｈ
ｉＢ

－１
ｉ，－ｍｙｉ＋

{
ｂ

（２２）

因此，可以得到

Ｌ（α）
αｍ

＝
（αｍ）
αｍ

＝λ
α２ｍ
＋

∑
Ｌ

ｉ＝１

ｓｉ，ｍ ＋
ｓｉ，ｍ ｓｉ，ｍ －

ｑｉ，ｍ
２

ｇｉ，
( )

ｍ

αｍ
－
（Ｎｉ＋ａ）ｑｉ，ｍ

２

ｇｉ，ｍ

αｍ ＋ｓｉ，ｍ －
ｑｉ，ｍ

２

ｇｉ，
( )

ｍ

（αｍ ＋ｓｉ，ｍ













）

（２３）
理论上，令式（２３）等于零可以得到 αｍ的点

估计值。然而，除 αｍ＝∞这个解之外，很难得到
αｍ的其他解析解。文献［２］已经证明，通常αｍ
ｓｉ，ｍ，因此可以得到

Ｌ（α）
αｍ

≈λ
α２ｍ
＋Ｌ
αｍ
－Δ′ｍ＝０ （２４）

其中

　Δ′ｍ＝∑
Ｌ

ｉ＝１

（Ｎｉ＋ａ）ｑｉ，ｍ
２／ｇｉ，ｍ －ｓｉ，ｍ

（ｓｉ，ｍ － ｑｉ，ｍ
２／ｇｉ，ｍ）ｓｉ，

[ ]
ｍ

（２５）

通过求解式（２４），可以得到αｍ的近似解为

α^ｍ≈
Ｌ＋ Ｌ２＋４Δ′ｍ槡 λ

２Δ′ｍ
Δ′ｍ＞０

∞ Δ′ｍ≤
{ ０

（２６）

基于式（２６），可以得到一种基于递归操作的
复数域多任务贝叶斯压缩感知快速算法。在每次

的递归操作中，只需要更新一个候选的 αｍ，因此
μｉ和Σｉ的更新很高效，同时 λ也可以同步更新。
实际中，通常选择使 （αｍ）值最大的 αｍ作为候
选参数，可以获得更快的收敛速度［５－７］。

３．２　误差分析

在上述推导中，为了得到 αｍ的解析解，假设

αｍｓｉ，ｍ，进而得到近似等式（２４），因此必须分析
该假设带来的近似误差。

在式（２３）的基础上，进一步求解代价函数
Ｌ（α）的二阶导数可得

２Ｌ（α）
α２ｍ

≈－Ｌ
α２ｍ
－２λ
α３ｍ

（２７）

由式（２７）可以看出，由于 αｍ≥０，因此
２Ｌ（α）／α２ｍ非正。特别地，在式（２６）给出的近似
解处，２Ｌ（α）／α２ｍ＜０。这意味着，在式（２６）给出
的近似解处，（αｍ）可以达到唯一的最大值。

然而，上述分析是建立在假设 αｍｓｉ，ｍ的基
础之上的。虽然文献［２］和文献［６］已经证明了
该假设的有效性，但只能保证式（２６）给出的近似
解位于（αｍ）的局部最大值点附近，因此上述近
似处理是次优的。尽管如此，已有文献［２，５－７］
和本文的数值仿真均表明上述快速算法的精确性

和有效性是足够的。

３．３　计算复杂度分析

本节基于矩阵分解理论推导了一种基于递归

操作的快速算法，相比于第２节的迭代算法，可以
有效降低计算复杂度。

针对第２节给出的迭代算法，最主要的计算
量来自式（１１）中的矩阵求逆。矩阵 Σｉ的维度为
Ｍ×Ｍ，因此求逆运算的计算复杂度为Ο（Ｍ３）［５］。
随着Ｍ的增大，该计算复杂度急剧增加。本节提
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出的快速算法采取递归操作，每次只针对 α中的
一个元素进行计算，直到找到 α中所有的有效元
素，操作次数近似等于压缩观测数据的维度 Ｎｉ。
详细分析表明［２］：基于递归操作的快速算法的计

算复杂度为Ο（ＮｉＭ
２）。由于ＮｉＭ，因此相比于

第２节的迭代算法，本节给出的快速算法计算复
杂度大大降低。

４　数值仿真

通过数值仿真来验证 ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法的有
效性。考虑到实际应用，仿真中所用的 ＣＭＢＣＳ
ＭＬＰ方法均指第 ３节给出的快速算法。不失一
般性，本文定义重构误差为：ｅ＝ ｘ－ｘ^２／ｘ２，其

中 · ２代表２范数运算。
单任务学习可以视作多任务学习的特例，

ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法同样适用于单任务学习场景，
此时令Ｌ＝１即可。首先，面向单任务学习场景，
针对两种不同的复数域信号进行稀疏重构实验，

并与文献［１２－１３］给出的实数域 ＢＣＳ方法 （记
为ＲＢＣＳ）和文献［１４］提出的 ＣＭＴＢＣＳ方法的重
构结果进行对比。为了便于对比，在仿真中，ａ＝
１００／Ｅ｛ＶＡＲ（ｙｉ）｝，ｂ＝１，其中 ＶＡＲ（·）代表求方
差，Ｅ｛·｝代表求均值。

第一种信号为复数域均匀尖峰信号，长度

Ｍ＝５１２，其实部和虚部分别包含３０个位置随机
出现的尖峰，尖峰幅度为１或 －１。测量矩阵 Φｉ
的生成分为两步：首先，生成服从复高斯分布

ＣＮ（０，１），维度为 Ｎｉ×Ｍ的复矩阵，Ｎｉ＝１００；然
后，对该复矩阵沿行进行幅度归一化处理。测量

噪声ｎｉ的实部和虚部均满足零均值高斯分布，且
标准差为 σ＝０００５。稀疏重构实验的结果如
图２所示，由于篇幅所限，图中只给出了复数域信
号的幅度。其中 ＲＢＣＳ、ＣＭＴＢＣＳ、ＣＭＢＣＳＭＬＰ
方法的重构误差分别为 ｅＲＢＣＳ＝１２２６７、ｅＣＭＴＢＣＳ＝
０２５５３、ｅＣＭＢＣＳＭＬＰ＝００１６９。

（ａ）原始信号
（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｓｉｇｎａｌ

（ｂ）ＲＢＣＳ方法重构结果
（ｂ）ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｕｓｉｎｇＲＢＣＳ

（ｃ）ＣＭＴＢＣＳ方法重构结果
（ｃ）ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｕｓｉｎｇＣＭＴＢＣＳ

（ｄ）ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法重构结果
（ｄ）ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｕｓｉｎｇＣＭＢＣＳＭＬＰ

图２　复数域均匀尖峰信号重构结果 （Ｎｉ＝１００，Ｍ＝５１２）
Ｆｉｇ．２　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｃｏｍｐｌｅｘｕｎｉｆｏｒｍｓｐｉｋｅｓ

（Ｎｉ＝１００，Ｍ＝５１２）

第二种信号为复数域非均匀尖峰信号，长度

Ｍ＝５１２，其实部和虚部分别包含３０个位置随机
出现的尖峰，尖峰的幅度满足零均值高斯分布，且

与均匀尖峰信号的功率相等。测量矩阵 Φｉ和测
量噪声 ｎｉ的生成方法与前文相同。稀疏重构实
验的结果如图 ３所示。其中 ＲＢＣＳ、ＣＭＴＢＣＳ、
ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法的重构误差分别为 ｅＲＢＣＳ ＝
０．０２３５、ｅＣＭＴＢＣＳ＝００９９５、ｅＣＭＢＣＳＭＬＰ＝００１５５。

（ａ）原始信号
（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｓｉｇｎａｌ

（ｂ）ＲＢＣＳ方法重构结果
（ｂ）ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｕｓｉｎｇＲＢＣＳ

（ｃ）ＣＭＴＢＣＳ方法重构结果
（ｃ）ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｕｓｉｎｇＣＭＴＢＣＳ

（ｄ）ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法重构结果
（ｄ）ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｕｓｉｎｇＣＭＢＣＳＭＬＰ

图３　复数域非均匀尖峰信号重构结果（Ｎｉ＝１００，Ｍ＝５１２）

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｃｏｍｐｌｅｘｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍｓｐｉｋｅｓ
（Ｎｉ＝１００，Ｍ＝５１２）
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由图２和图３可以看出，针对两种不同的复
数域稀疏信号，ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法均给出了最优
的重构结果。然而，图２和图３给出的结果仅是
随机过程的一次实现，不具有普遍意义。此外，除

重构精度外，计算耗时也是重构算法的重要指标。

分别针对上述两种复数域稀疏信号，利用蒙特卡

罗方法开展重构实验，实验重复次数为 １００次。
不同 ＢＣＳ算法的重构性能如表１所示。可以看
出：ＣＭＢＣＳＭＬＰ在重构精度和计算耗时两个方
面均是最优算法，而 ＲＢＣＳ算法的性能最差。虽
然ＣＭＴＢＣＳ针对复数域均匀尖峰信号给出了较
好的重构结果，但计算耗时是最长的；而对复数域

非均匀尖峰信号，ＣＭＴＢＣＳ的重构误差和计算耗
时两项指标均是最差的。究其原因是，ＲＢＣＳ和
ＣＭＴＢＣＳ算法人为破坏了复数信号的内部结构，
造成算法鲁棒性较差、耗时较长；而本文提出的

ＣＭＢＣＳＭＬＰ算法直接在复数域进行重构，克服
了上述缺陷，因此算法鲁棒性较好，计算耗时

较短。

表１　不同ＢＣＳ算法的重构性能
Ｔａｂ．１　ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＢＣＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法

均匀尖峰信号 非均匀尖峰信号

重构误差
计算

耗时／ｓ
重构误差

计算

耗时／ｓ

ＲＢＣＳ １．２０３５ ２０．５ ０．０５０３ ６．５

ＣＭＴＢＣＳ ０．０５１４ ４８．７ ０．１５２２ ６５．４

ＣＭＢＣＳＭＬＰ ０．０１６７ ９．２ ０．０１９７ ５．１

最后，通过多任务学习模型来验证 ＣＭＢＣＳ
ＭＬＰ方法在多任务学习中的优势。假设两个复
数域均匀尖峰信号的参数与前文相同，长度均为

Ｍ＝５１２。一个特殊的设置在于这两个复数域信
号有８０％的尖峰位于相同的位置，即二者的相似

（ａ）原始信号ｘ１和ｘ２
（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｓｉｇｎａｌｘ１ａｎｄｘ２

性为８０％。两个信号的测量次数分别为 Ｎ１＝７０
和Ｎ２＝７５。测量矩阵 Φｉ和测量噪声 ｎｉ的生成
方法与前文相同。稀疏重构实验的结果如图４所
示。可以看出：由于观测数据较少，观测噪声较

大，采用单任务学习 ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法重构结果
误差较大，无法恢复原始信号；而多任务学习

（ｂ）单任务算法重构结果 ｘ１和ｘ２
（ｂ）Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｘ１ａｎｄｘ２

ｕｓｉｎｇｓｉｎｇｌｅｔａｓｋａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（ｃ）多任务算法重构结果ｘ１和ｘ２
（ｃ）Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｘ１ａｎｄｘ２

ｕｓｉｎｇｍｕｌｔｉｔａｓｋａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图４　多任务学习场景下的ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法
重构结果（Ｎｉ＝１００，Ｍ＝５１２）

Ｆｉｇ．４　ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆＣＭＢＣＳＭＬＰｆｏｒ
ｔｈｅｍｕｌｔｉｔａｓｋｌｅａｒｎｉｎｇｓｅｔｔｉｎｇ（Ｎｉ＝１００，Ｍ＝５１２）

ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法充分利用了两个复数域信号之
间的相似性，准确恢复了两个原始信号。

５　结论

现有的ＢＣＳ理论框架是在实数域推导和建
立的，因此无法直接用于复数域稀疏信号重构。

针对这个问题，本文直接在复数域推导 ＢＣＳ方
法。基于改进的分层 Ｌａｐｌａｃｅ先验和多任务学习
模型，本文在复数域推导了一种 ＣＭＢＣＳＭＬＰ方
法，并基于矩阵分解理论给出了其快速算法。理

论分析和数值仿真表明：针对复数域稀疏信号重

构问题，相比于现有的实数域 ＢＣＳ方法，ＣＭＢＣＳ
ＭＬＰ方法具有更好的精确性和鲁棒性。下一步
研究的重点在于将 ＣＭＢＣＳＭＬＰ方法应用到具体
的复数域信号处理问题中，进一步拓展 ＢＣＳ技术
的应用范畴。
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