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摘　要：基于高阶剪切变形梁理论，推导了 ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋ弹性基径向功能梯度空心圆柱管自由振动
行为的控制方程。该方法无须引入剪切修正系数，自动满足空心圆柱管内外表面剪应力自由边界条件。通

过引入辅助函数，将关于挠度和转角的耦合控制方程化为单一高阶微分控制方程。给出了典型边界条件下

功能梯度空心圆柱管的频率和振型。将计算结果与已有文献结果对比，验证了所提理论的精度。可以为工

程中常见的ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋ弹性基梁结构提供更高精度的一维弹性理论解，研究结果表明，功能梯度材料
的梯度参数和弹性地基刚度系数对固有频率值影响显著。与高阶固有频率相比，刚度系数对低阶固有频率的
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影响更加明显。
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　　圆柱形梁作为应用广泛的结构件，在工程中
发挥着重要作用。与实心圆柱形梁相比，等质量

的空心圆柱管可以承受更高荷载。圆柱管力学行

为相关理论包括两个方面：一是基于三维弹性理
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论对空间变量进行求解，获得结构响应，这种方法

精度高，但求解过程复杂［１－２］。二是基于一维弹

性理论展开求解，这种方法变量少，计算效率高。

高阶剪切变形梁理论（简称高阶梁理论）最

早由Ｌｅｖｉｎｓｏｎ［３］提出。该理论同时考虑剪切变形
和转动惯量，且无须剪切修正系数。现阶段，高阶

梁理论已成为相关领域研究热点。Ｒｅｄｄｙ等［４］提

出的适用于弹性壳结构的高阶梁理论，成为许多

研究的基础。Ｈｕａｎｇ等［５－６］将高阶梁理论的适用

对象从矩形截面梁扩展到圆形截面梁，Ｍａ等［７］

进一步将其扩展至环形截面空心圆柱管。

功能梯度材料是一种非均匀复合材料，其组

分可以随着结构位置连续变化，因此具备优越的

力学性能，得到科研人员的广泛关注［８］。对于功

能梯度梁结构，材料属性可能沿轴向或径向变

化［９］。在ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论的
基础上，Ｌｉ［１０］提出了一种分析功能梯度梁弯曲和
振动的方法。邓先琪等［１１］提出了一种适用于功

能梯度梁动静态力学行为的格林函数方法。王壮

壮等［１２］基于三阶剪切变形板理论和正弦剪切变

形板理论，分析了石墨烯增强功能梯度板的屈曲

和弯曲行为。已有关于功能梯度材料梁、板结构

的研究大部分局限于自身变形、自由振动和屈曲

等问题，关于弹性地基上功能梯度梁结构的研究

鲜见报道。

梁在弹性地基中的力学行为是工程中的普遍

问题。常见的地基模型有：Ｗｉｎｋｌｅｒ模型、弹性连
续介质模型、黏弹性模型、双参数模型等。双参数

模型也被称为 ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋ模型，克服了
Ｗｉｎｋｌｅｒ地基模型不能反映压力扩散的缺陷，数学
处理难度也显著低于弹性连续介质模型和黏弹性

模型。艾智勇等［１３］采用分数阶Ｍｅｒｃｈａｎｔ模型，研
究了饱和地基与梁共同作用的时效问题。周凤玺

等［１４］分析了初始轴向机械力作用下，三参数

ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋ黏弹性地基上多孔功能梯度黏
弹性材料梁在热环境中的自由振动特性，需要指

出的是，其所研究的梁仍属于矩形截面梁，未涉及

圆形或圆环形截面梁。蒲育等［１５－１６］对 Ｗｉｎｋｌｅｒ
Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性基上梁结构等振动和屈曲问题开
展了系统研究。现阶段，关于弹性地基上的功能

梯度空心圆柱管振动行为的研究尚未开展。

本文基于高阶梁理论，研究双参数弹性基

功能梯度空心圆柱管的自由振动问题。通过引

入翘曲形状函数，建立关于挠度和转角的耦合

控制方程。借助辅助函数，得到单一控制微分

方程。给出了典型边界条件下的频率方程，讨

论了梯度、刚度系数和长径比等参数对固有频

率的影响。

１　理论公式推导

考虑在双参数弹性基之上放置长度为 Ｌ，内
外半径分别为 Ｒｉ和 Ｒｏ，材料属性沿径向梯度分
布的空心圆柱管，如图１所示，Ｍ表示弯矩，Ｑ表
示剪力，ｑ表示横向均布载荷。

图１　ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋ弹性基功能梯度圆柱管示意图
Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａＦＧｃｉｒｃｕｌａｒｐｉｐｅｒｅｓｔｉｎｇｏｎ

ａＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

功能梯度圆柱管的材料属性取决于半径。同

时采用笛卡尔坐标系（ｘ，ｙ，ｚ）和柱坐标（ｘ，ｒ，θ）。
取中性轴为 ｘ轴，ｚ轴向上。（ｕ，ｖ，ｗ）和（ｕ，ｗｒ，
ｗθ）分别是笛卡尔坐标系和柱坐标下的位移分
量，存在如下关系：

ｙ＝ｒｃｏｓθ
ｚ＝ｒｓｉｎθ

ｒ＝ ｙ２＋ｚ槡
{ ２

（１）

高阶梁理论中轴向位移分量ｕ可以表示为挠
度ｗ和转角ψ的函数。

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｕ０（ｘ）－ｚ
ｗ
ｘ
＋ｆ（ｙ，ｚ）ψ（ｘ）＋ｗ[ ]ｘ

（２）
其中，ｕ０代表轴力引起的轴向拉伸或压缩位移。
本文不考虑轴力作用的面内横向振动问题，因此

ｕ０＝０，挠度 ｗ是变量 ｘ和时间 ｔ的函数。ｆ（ｙ，ｚ）
为截面翘曲形状函数，用于描述横截面的翘曲形

状。根据几何方程，可将应变分量表示为挠度 ｗ
和转角ψ的函数。

εｘｘ＝－ｚ
２ｗ
ｘ２
＋ｆ（ｙ，ｚ）ψｘ

＋
２ｗ
ｘ( )２ （３）

γｘｚ＝
ｆ
ｚψ

＋ｗ
( )ｘ （４）

γｘｒ＝
ｆ
ｙ
ｃｏｓθ＋ｆｚ

ｓｉｎ( )θ ψ（ｘ）＋ｗ[ ]ｘ （５）

本文选择多项式形式的翘曲形状函数：

·７８·
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ｆ＝ｚ
３Ｒ２ｉＲ

２
ｏ－（ｙ

２＋ｚ２）２

３（Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ）（ｙ

２＋ｚ２）
（６）

将式（６）代入式（５），结合本构方程可知，当
ｒ＝Ｒｉ，Ｒｏ时 σｘｒ＝０，即空心圆柱管内外表面剪应
力自由。根据应力与内力的关系，进一步获得 Ｍ
和Ｑ的表达式。

Ｍ ＝∫ＡｚσｘｘｄＡ＝（ＥＩ） 
２ｗ
ｘ２
＋ψ
( )ｘ－（ＥＩ）０

２ｗ
ｘ２

（７）

Ｑ＝∫ＡσｘｚｄＡ＝（ＧＡ） ｗｘ＋( )ψ （８）

其中，（ＥＩ）、（ＥＩ）０、（ＧＡ） 分别是与弹性模量
和剪切模量有关的积分常数，其积分表达式分

别为

（ＥＩ） ＝∫Ａｚｆ（ｙ，ｚ）Ｅ（ｒ）ｄＡ （９）

（ＥＩ）０ ＝∫Ａｚ２Ｅ（ｒ）ｄＡ （１０）

（ＧＡ） ＝∫ＡＧ（ｒ）
ｆ
ｚ
ｄＡ （１１）

其中，Ｅ（ｒ）和 Ｇ（ｒ）分别表示功能梯度圆柱管的
弹性模量和剪切模量。对于双参数弹性基上的空

心圆柱管，横向和纵向平衡方程分别为

Ｑ
ｘ
＝－ｑ＋Ｋ１ｗ－Ｋ２

２ｗ
ｘ２
＋ｍ０

２ｗ
ｔ２

（１２）

　Ｍ
ｘ
－Ｑ＝－ｍ２

３ｗ
ｔ２ｘ

＋ｍ２ｆ
３ｗ
ｔ２ｘ

＋
２ψ
ｔ( )２ （１３）

其中：Ｋ１和Ｋ２分别为双参数弹性基的平移和旋
转刚度。

ｍ０ ＝∫Ａρ（ｒ）ｄＡ （１４）

ｍ２ ＝∫Ａｚ２ρ（ｒ）ｄＡ （１５）

ｍ２ｆ＝∫Ａｚｆ（ｙ，ｚ）ρ（ｒ）ｄＡ （１６）

ρ（ｒ）表示功能梯度圆柱管的密度。若 Ｋ２＝０，则
为Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性基。若Ｋ１＝Ｋ２＝０，则表示结构处
于自由空间。将内力表达式（７）～（８）代入平衡
方程（１２）～（１３），可得关于ｗ和转角ψ的耦合控
制方程。

Ｋ１ｗ－Ｋ２
２ｗ
ｘ２
＋ｍ０

２ｗ
ｔ２
－（ＧＡ） 

２ｗ
ｘ２
＋ψ
( )ｘ ＝ｑ
（１７）

（ＥＩ） ３ｗ
ｘ３
＋
２ψ
ｘ( )２ －（ＥＩ）０３ｗｘ３－（ＧＡ） ２ｗ

ｘ２
＋ψ
( )ｘ

＝（ｍ２ｆ－ｍ２）
３ｗ
ｔ２ｘ

＋ｍ２ｆ
２ψ
ｔ２

（１８）

为了将方程（１９）和（２０）解耦，引入辅助函数
Ｆ（ｘ），将挠度ｗ和转角ψ分别写成如下形式：

ｗ＝Ｆ－（ＥＩ）


（ＧＡ）
２Ｆ
ｘ２
＋
ｍ２ｆ
（ＧＡ）

２Ｆ
ｔ２

（１９）

ψ＝－Ｆｘ
－
（ＥＩ）０－（ＥＩ）

（ＧＡ）
３Ｆ
ｘ３
＋
ｍ２－ｍ２ｆ
（ＧＡ）

３Ｆ
ｘｔ２

（２０）
将式（１９）和式（２０）分别代入式（１７）和

式（１８）中，可将耦合控制方程化为下述单一控制
方程。

ｂ４
４Ｆ
ｘ４
－ｂ３
２Ｆ
ｘ２
－ｂ２

４Ｆ
ｘ２ｔ２

＋ｂ１
４Ｆ
ｔ４
＋

ｂ０
２Ｆ
ｔ２
＋
Ｋ１
（ＥＩ）０

Ｆ＝ｑ （２１）

其中

ｂ４＝１＋
Ｋ２（ＥＩ）

（ＥＩ）０（ＧＡ）
（２２）

ｂ３＝
Ｋ１（ＥＩ）

（ＥＩ）０（ＧＡ）
＋
Ｋ２
（ＥＩ）０

（２３）

ｂ２＝
ｍ２
（ＥＩ）０

＋
ｍ０（ＥＩ）

（ＥＩ）０（ＧＡ）
＋

Ｋ２ｍ２ｆ
（ＥＩ）０（ＧＡ）

（２４）

ｂ１＝
ｍ０ｍ２ｆ

（ＥＩ）０（ＧＡ）
（２５）

ｂ０＝
Ｋ１ｍ２ｆ

（ＥＩ）０（ＧＡ）
＋
ｍ０
（ＥＩ）０

（２６）

２　振动问题求解

对于自由振动，Ｆ（ｘ）的解可以表示为
Ｆ＝ｆ（ｘ）ｅｉωｔ （２７）

式中，ω为圆频率。为求解方便，引入下述无量
纲量。

ｋ１＝
Ｋ１Ｌ

４

（ＥＩ）０

ｋ２＝
Ｋ２Ｌ

２

（ＥＩ）０

ξ＝ｘ













Ｌ

（２８）

Ω＝ω
ｍ２Ｌ

２

（ＥＩ）槡 ０

Λ＝ （ＥＩ）

（ＧＡ）Ｌ槡









 ２

（２９）

将式（２７）～（２９）中的无量纲量代入式（２１），
令ｑ＝０，可得

ａ１
ｄ４ｆ
ｄξ４
＋ａ２

ｄ２ｆ
ｄξ２
＋ａ３ｆ＝０ （３０）

其中

ａ１＝１＋ｋ２Λ
２ （３１）

·８８·
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ａ２＝Ω
２ １＋

ｍ２ｆｋ２（ＥＩ）０Λ
２

ｍ２（ＥＩ）
＋
ｍ０Ｌ

２Λ２

ｍ[ ]
２

－（ｋ１Λ
２＋ｋ２）

（３２）

ａ３＝Ω
２ ｍ２ｆｍ０Ｌ

２（ＥＩ）０Λ
２

ｍ２２（ＥＩ）
Ω２－

ｍ２ｆ（ＥＩ）０ｋ１Λ
２

ｍ２（ＥＩ）
－
ｍ０Ｌ

２

ｍ[ ]
２
＋ｋ１

（３３）

本文重点关注工程中常见的低频振动问题，

因此，可将式（３０）解的形式表示为

ｆ（ｘ）＝Ｃ１ｃｏｓ（λ１ξ）＋Ｃ２ｓｉｎ（λ１ξ）＋

Ｃ３ｃｏｓｈ（λ２ξ）＋Ｃ４ｓｉｎｈ（λ２ξ） （３４）

其中，Ｃｊ（ｊ＝１，…，４）为未知系数。

λ１＝
１
２ａ１
（ ａ２２－４ａ１ａ槡 ３＋ａ２槡

）

λ２＝
１
２ａ１
（ ａ２２－４ａ１ａ槡 ３－ａ２槡









 ）

（３５）

低频振动的频率范围如式（３６）所示：
ｍ２ｆｍ０Ｌ

２（ＥＩ）０Λ
２

ｍ２２（ＥＩ）
Ω４－

ｍ２ｆ（ＥＩ）０ｋ１Λ
２

ｍ２（ＥＩ）[ ＋

ｍ０Ｌ
２

ｍ ]
２
Ω２＋ｋ１＜０ （３６）

也可写为

Ω＜Ωｃｕｔ－ｏｆｆ （３７）
式中，截断圆频率Ωｃｕｔ－ｏｆｆ可表示为：

Ωｃｕｔ－ｏｆｆ＝

ｍ２ｆ（ＥＩ）０ｋ１Λ
２

ｍ２（ＥＩ）
＋
ｍ０Ｌ

２

ｍ２
＋

ｍ２ｆ（ＥＩ）０ｋ１Λ
２

ｍ２（ＥＩ）
＋
ｍ０Ｌ

２

ｍ[ ]
２

２

－４ｋ１
ｍ２ｆｍ０Ｌ

２（ＥＩ）０Λ
２

ｍ２２（ＥＩ）槡 

２ｍ２ｆｍ０Ｌ
２（ＥＩ）０Λ

２

ｍ２２（ＥＩ）槡 

（３８）

　　当圆频率Ω的值大于截断圆频率 Ωｃｕｔ－ｏｆｆ时，
圆柱管发生高频振动。λ２的值从实数变为虚数，
式（３４）中解的双曲函数变为三角函数。取特殊
情况ｋ１＝ｋ２＝０，功能梯度空心圆柱管的截断圆频
率可以表示为

Ωｃｕｔ－ｏｆｆ＝
ｍ２（ＧＡ）Ｌ

２

ｍ２ｆ（ＥＩ）槡 ０
（３９）

结合式（２９），也可将式（３９）表示为

ωｃｕｔ－ｏｆｆ＝
（ＧＡ）
ｍ２槡 ｆ

（４０）

对于各向同性材料，式（３９）和式（４０）将分别
退化为

Ωｃｕｔ－ｏｆｆ＝
２ＧＡＬ２
３ＥＩ槡 １

（４１）

ωｃｕｔ－ｏｆｆ＝
２ＧＡ
３ρＩ槡 １

（４２）

其中，积分常数（ＧＡ）和（ＥＩ）０分别退化为ＧＡ和
ＥＩ１，Ｉ１、Ｉ和Ａ的表达式如下：

Ｉ１＝
７Ｉ
９＋
５Ａ
９
Ｒ２ｉＲ

２
ｏ

Ｒ２ｉ＋Ｒ
２
ｏ

Ｉ＝π４（Ｒ
４
ｏ－Ｒ

４
ｉ）

Ａ＝π（Ｒ２ｏ－Ｒ
２
ｉ













）

（４３）

与已有文献［８］中的结果一致。
至此，如式（３４）所示，本文已求得辅助函数

的表达式。将式（３４）分别代入式（１９）、式（２０）、
式（７）和式（８）中，可以获得挠度 ｗ、转角 ψ、弯矩
Ｍ和剪力Ｑ的表达式。
ｗ＝（１＋Π１）［Ｃ１ｃｏｓ（λ１ξ）＋Ｃ２ｓｉｎ（λ１ξ）］＋（１－

Π２）［Ｃ３ｃｏｓｈ（λ２ξ）＋Ｃ４ｓｉｎｈ（λ２ξ）］ （４４）
ψ＝λ１（１－Λ１）［Ｃ１ｓｉｎ（λ１ξ）－Ｃ２ｃｏｓ（λ１ξ）］－
λ２（１＋Λ２）［Ｃ３ｓｉｎｈ（λ２ξ）＋Ｃ４ｃｏｓｈ（λ２ξ）］

（４５）

Ｍ＝ Ｅ２＋
Ｅ２ρ４－Ｅ４ρ２
珘Ｇ( )
０

×｛λ２１［Ｃ１ｃｏｓ（λ１ξ）＋

Ｃ２ｓｉｎ（λ１ξ）］－λ
２
２［Ｃ３ｃｏｓｈ（λ２ξ）＋

Ｃ４ｓｉｎｈ（λ２ξ）］｝ （４６）

Ｑ＝－λ１（Ｅ２λ
２
１－ρ２ω

２）× Ｃ１ｓｉｎ（λ１ξ）－{ 　
　

Ｃ２ｃｏｓ（λ１ξ）＋
λ２（Π２＋Λ２）
λ１（Π１＋Λ１）

［Ｃ３ｃｏｓｈ（λ２ξ）＋

Ｃ４
　
　
ｓｉｎｈ（λ２ξ }）］ （４７）

其中

Π１＝
（ＥＩ）λ２１－ｍ２ｆω

２

（ＧＡ）
（４８）

Π２＝
（ＥＩ）λ２１＋ｍ２ｆω

２

（ＧＡ）
（４９）

Λ１＝
［（ＥＩ）０－（ＥＩ）］λ

２
１－（ｍ２－ｍ２ｆ）ω

２

（ＧＡ）

（５０）

Λ２＝
［（ＥＩ）０－（ＥＩ）］λ

２
１＋（ｍ２－ｍ２ｆ）ω

２

（ＧＡ）

（５１）
根据边界条件，可得关于位移和内力的方程

组。为使未知系数Ｃｊ（ｊ＝１，…，４）存在非零解，需
令系数矩阵行列式等于零，得到频率方程。频率

方程通常是具有无限个正根的超越方程，对应无

限个固有频率。作为例证，给出悬臂空心圆柱管

·９８·
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的求解过程，边界条件如下：

ｗ（０）＝ψ（０）＝Ｍ（Ｌ）＝Ｑ（Ｌ）＝０ （５２）
利用式（５２）的前三项，可得系数间关系

如下：

Ｃ３＝－
１＋Π１
１－Π２

Ｃ１ （５３）

Ｃ４＝－
λ１（１－Λ１）
λ２（１＋Λ２）

Ｃ２ （５４）

Ｃ２＝－
λ１（１＋Λ２）Ψｃｏｓ（λ１Ｌ）＋λ２（１－Λ１）ｃｏｓｈ（λ２Ｌ）
Ψ［λ１（１＋Λ２）ｓｉｎ（λ１Ｌ）＋λ２（１－Λ１）ｓｉｎｈ（λ２Ｌ）］

Ｃ１

（５５）
将式（５３）～（５５）代入式（５２）的第四项，可得：

１＋
λ２（Π２＋Λ２）（１－Λ１）

２

Ψλ１（Π１＋Λ１）（１＋Λ２）
２＋
１－Λ１
１＋Λ２

Π２＋Λ２
Π１＋Λ１([ ＋

λ２
λ１ )Ψｃｏｓ（λ１Ｌ）ｃｏｓｈ（λ２Ｌ）＋ λ２λ１－

Π２＋Λ２
（Π１＋Λ１）( )Ψ·

ｓｉｎ　
　
（λ１Ｌ）ｓｉｎｈ（λ２Ｌ ]） ＝０ （５６）

其中

Ψ＝
λ１（１－Λ１）（１－Π２）
λ２（１＋Λ２）（１＋Π１）

（５７）

式（５６）即为双参数弹性基上悬臂空心圆柱
管的频率方程。求解该方程可得固有频率的精确

值。一旦求得固有频率，就可通过挠度和转角表

达式给出振型。

对于其他边界条件，可类似获得频率方程和

振型结果。表 １和表 ２分别给出了两端简支、固
支－自由和两端固支三种边界条件下的频率方程
和振型（包括挠度和转角）。需要指出的是，表 １
中的频率方程与文献［８］中相关特征方程形式类
似。不同的是，本文的特征值 λ１、λ２考虑了弹性
基刚度系数 Ｋ１和 Ｋ２的影响。如果令 Ｋ１＝Ｋ２＝

表１　ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋ弹性基空心圆柱管频率方程
Ｔａｂ．１　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｐｉｐｅｓｏｎ

ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

边界条件 频率方程

简支－简支 ｓｉｎλ１＝０

固支－自由

１＋
λ２（Π２＋Λ２）（１－Λ１）

２

Ψλ１（Π１＋Λ１）（１＋Λ２）
２＋

１－Λ１
１＋Λ２

Π２＋Λ２
Π１＋Λ１

＋
λ２
λ１( )Ψ ｃｏｓλ１ｃｏｓｈλ２[ ＋

λ２
λ１
－
Π２＋Λ２

（Π１＋Λ１）( )Ψ ｓｉｎλ１ｓｉｎｈλ]２ ＝０

固支－固支 ２－２ｃｏｓλ１ｃｏｓｈλ２－ Ψ－
１( )Ψ ｓｉｎλ１ｓｉｎｈλ２＝０

表２　ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋ弹性基空心圆柱管振型方程
Ｔａｂ．２　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｈｏｌｌｏｗｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｐｉｐｅｓｏｎ

ＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

边界条件 振型控制方程

简支－
简支

挠度：ｗ＝ｓｉｎ（ｎπξ）
转角：ψ＝ｃｏｓ（ｎπξ）

固支－
自由

挠度：ｗ＝ｃｏｓ（λ１ξ）－ｃｏｓｈ（λ２ξ）－

λ１（１＋Λ２）Ψｃｏｓλ１＋λ２（１－Λ１）ｃｏｓｈλ２
Ψ［λ１（１＋Λ２）ｓｉｎλ１＋λ２（１－Λ１）ｓｉｎｈλ２］

·

［ｓｉｎ（λ１ξ）－Ψｓｉｎｈ（λ２ξ）］

转角：ψ＝ｃｏｓ（λ１ξ）－ｃｏｓｈ（λ２ξ）＋

Ψ［λ１（１＋Λ２）ｓｉｎλ１＋λ２（１－Λ１）ｓｉｎｈλ２］
λ１（１＋Λ２）Ψｃｏｓλ１＋λ２（１－Λ１）ｃｏｓｈλ２

·

［Ψｓｉｎ（λ１ξ）＋ｓｉｎｈ（λ２ξ）］

固支－
固支

挠度：ｗ＝ｃｏｓ（λ１ξ）－ｃｏｓｈ（λ２ξ）－
ｃｏｓλ１－ｃｏｓｈλ２
ｓｉｎλ１－Ψｓｉｎｈλ２

·

［ｓｉｎ（λ１ξ）－Ψｓｉｎｈ（λ２ξ）］

转角：ψ＝ｃｏｓ（λ１ξ）－ｃｏｓｈ（λ２ξ）＋
ｓｉｎλ１－Ψｓｉｎｈλ２
ｃｏｓλ１－ｃｏｓｈλ２

·

ｓｉｎ（λ１ξ）＋
１
Ψ
ｓｉｎｈ（λ２ξ[ ]）

０，本文所有计算结果可以退化到文献［８］中的相
关结果。

３　结果与讨论

３．１　正确性验证

本文研究径向功能梯度圆柱管，材料属性服

从幂函数规律，即

Ｙ（ｒ）＝Ｙｉ＋（Ｙｏ－Ｙｉ）
ｒ－Ｒｉ
Ｒｏ－Ｒ( )

ｉ

Ｎ

（５８）

其中，Ｙｉ和 Ｙｏ分别代表内、外表面的材料特性。
Ｎ为梯度参数，代表幂函数形式的体积分数。下
文数值计算中，内外表面材料分别设为铝和氧化

锆，材料属性如下：

１）Ａｌ：Ｅｉ＝７０ＧＰａ，Ｇｉ＝２７ＧＰａ，ρｉ＝２７０２ｋｇ／ｍ
３。

２）ＺｒＯ２：Ｅｏ＝２００ＧＰａ，Ｇｏ＝７７ＧＰａ，ρｏ＝５７００ｋｇ／ｍ
３。

为了验证本文理论的准确性，将所提理论的结

果与已有文献的结果对比。表 ３和表 ４分别给出
不同ｋ１、ｋ２时，两端简支梯度圆柱管前六阶无量纲

频率珚Ω＝Ｌ２ω ρｏＡ／Ｅｏ槡 Ｉ的值。表 ３和表４中计算
结果对应模型参数分别为：ｋ２＝０，Ｌ／Ｒｏ＝１０，
Ｒｉ／Ｒｏ＝０５，Ｎ＝１；ｋ１＝１，Ｌ／Ｒｏ＝１０，Ｒｉ／Ｒｏ＝０５，
Ｎ＝１。需要指出的是，表３中ｋ２＝０工况所对应的

·０９·



　第４期 马维力，等：双参数弹性基功能梯度圆柱管自由振动的高阶梁理论解

结果为文献［８］中相关结果。可以发现，当 ｋ１、ｋ２
趋近于 ０时，本文理论计算结果逐渐趋近于文
献［８］的计算结果，这与预期相符。

仔细观察表３和表４的数据可以发现，无量
纲频率珚Ω的值随着弹性地基刚度系数的增大而
增大。但弹性地基刚度系数对低阶频率的影响更

为显著，对基频的影响尤为显著。随着阶数增大，

地基刚度系数对频率的影响逐渐减小。另外，

Ｐａｓｔｅｒｎａｋ参数ｋ２对固有频率的影响比Ｗｉｎｋｌｅｒ参

数ｋ１更明显，这意味着旋转刚度对固有频率的
影响比平移刚度更加显著。Ｎａｊａｆｉ等［１７］发现

Ｐａｓｔｅｒｎａｋ参数对挠度的影响比 Ｗｉｎｋｌｅｒ参数更
加明显。本文关于 ｋ２对振动行为影响的结论，
与 Ｎａｊａｆｉ的研究结论并不冲突，二者均体现了地
基刚度对于系统刚度的影响，与 Ｗｉｎｋｌｅｒ参数相
比，Ｐａｓｔｅｒｎａｋ参数对弹性地基抗剪刚度的影响
更大。所以 ｋ２对最大挠度和固有频率的影响更
加显著。

表３　不同ｋ１时简支－简支梯度圆柱管前六阶无量纲频率珚Ω
Ｔａｂ．３　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｓｉｘｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋ１

ｋ１
前六阶无量纲频率

第１阶 第２阶 第３阶 第４阶 第５阶 第６阶

０［８］ ９．１４０５ ３０．５８４５ ５６．６６６４ ８４．０３３３ １１１．５７３３ １３８．９５６１

０．０１ ９．１４１０ ３０．５８４６ ５６．６６６５ ８４．０３３４ １１１．５７３３ １３８．９５６２

０．１ ９．１４５９ ３０．５８６０ ５６．６６７３ ８４．０３３９ １１１．５７３７ １３８．９５６５

１ ９．１９４３ ３０．６００１ ５６．６７４９ ８４．０３９０ １１１．５７７６ １３８．９５９６

１０ ９．６６５０ ３０．７４０８ ５６．７５０４ ８４．０９０３ １１１．６１６６ １３８．９９１１

１００ １３．４９７０ ３２．１１３６ ５７．５００８ ８４．６０１１ １１２．００５２ １３９．３０６０

表４　不同ｋ２时简支－简支梯度圆柱管前六阶无量纲频率珚Ω
Ｔａｂ．４　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｓｉｘｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋ２

ｋ２
前六阶无量纲频率

第１阶 第２阶 第３阶 第４阶 第５阶 第６阶

０ ９．１９４３ ３０．６００１ ５６．６７４９ ８４．０３９０ １１１．５７７６ １３８．９５９６

０．０１ ９．１９９６ ３０．６０６３ ５６．６８２３ ８４．０４８０ １１１．５８８３ １３８．９７２１

０．１ ９．２４７１ ３０．６６１９ ５６．７４９５ ８４．１２８９ １１１．６８４３ １３９．０８４０

１ ９．７０９２ ３１．２１２５ ５７．４１６５ ８４．９３３８ １１２．６４０１ １４０．１９８５

１０ １３．４８５８ ３６．２５８５ ６３．６９７０ ９２．５８８９ １２１．７７４３ １５０．８７９０

１００ ３２．５１０２ ６８．５１９７ １０７．５１４９ １４８．０７８８ １８９．３４９４ ２３０．９０００

３．２　梯度参数和刚度系数对频率的影响

本节研究梯度参数和弹性地基刚度系数对固

有频率的影响。根据表１中的频率方程，表５～７
分别给出两端简支、两端固支和固支 －自由功能
梯度空心圆柱管的无量纲固有频率 珚Ω。需表５～
７中计算结果对应的模型参数为：ｋ１＝１，ｋ２＝１，
Ｌ／Ｒｏ＝１０，Ｒｉ／Ｒｏ＝０５。根据表中结果可知，随
着梯度参数Ｎ的增大，无量纲频率 珚Ω逐渐降低。
这是因为Ｎ增大时，功能梯度空心圆柱管的主要

组分材料从氧化锆逐渐过渡为铝。为了详细比较

梯度参数对不同阶频率的影响，表５～７提供了不
同梯度参数与梯度参数 Ｎ＝０对应无量纲固有频
率之间的相对误差εｐ。可以发现，梯度参数 Ｎ对
基频的影响是最小的。随着模态数的增大，影响

效果略有增大，这一现象对于文中每种边界条件

均一致。

基频对于振动问题分析至关重要。图 ２和
图３（对应模型参数：Ｌ／Ｒｏ＝１０，Ｒｉ／Ｒｏ＝０５，Ｎ＝１）
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表５　不同梯度参数时简支－简支梯度圆柱管
前三阶无量纲频率珚Ω与相对误差εｐ

Ｔａｂ．５　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ珚Ωａｎｄ
ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒεｐｏｆｄｏｕｂｌｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄＦＧ
ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒａｄｉｅｎｔｉｎｄｅｘＮ

Ｎ

第１阶

无量纲频率

第２阶

无量纲频率

第３阶

无量纲频率

珚Ω εｐ／％ 珚Ω εｐ／％ 珚Ω εｐ／％

０ ９．７１２９ ０ ３１．５６６１ ０ ５８．５５８０ ０

０．１ ９．７１２９ ０．１８ ３１．５６２０ ０．０１ ５８．４６２０ ０．１６

０．５ ９．７４６６ ０．３５ ３１．４４５２ ０．３８ ５８．００３８ ０．９５

１ ９．７０９２ ０．０４ ３１．２１２５ １．１２ ５７．４１６４ １．９５

２ ９．５８５７ １．３１ ３０．７３３０ ２．６４ ５６．４１９１ ３．６５

１０ ８．９７３１ ７．６２ ２８．８８１５ ８．５０ ５３．１７９０ ９．１９

表６　不同梯度参数时固支－固支梯度圆柱管
无量纲频率珚Ω与相对误差εｐ

Ｔａｂ．６　Ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙ珚Ωａｎｄｔｈｅ
ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒεｐｏｆｃｌａｍｐｅｄ－ｃｌａｍｐｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ

ｔｕｂｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒａｄｉｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｎ

第１阶

无量纲频率

第２阶

无量纲频率

第３阶

无量纲频率

珚Ω εｐ／％ 珚Ω εｐ／％ 珚Ω εｐ／％

０ １７．７６２８ ０ ３９．５２１７ ０ ６４．７０４５ ０

０．１ １７．６５８３ ０．５９ ３９．４０１５ ０．３０ ６４．４６３１ ０．３７

０．５ １７．６１４８ ０．８３ ３８．９３８０ １．４８ ６３．５９０３ １．７２

１ １７．４４２０ １．８１ ３８．４３７９ ２．７４ ６２．７０４７ ３．０９

２ １７．１３８７ ３．５１ ３７．６８４４ ４．６５ ６１．４３３０ ５．０６

１０ １６．１３６４ ９．１６ ３５．５９６８ ９．９３ ５８．１０４５ １０．２０

表７　不同梯度参数时固支－自由梯度圆柱管
无量纲频率珚Ω与相对误差εｐ

Ｔａｂ．７　Ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙ珚Ωａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒεｐｏｆｃｌａｍｐｅｄ－ｆｒｅｅｇｒａｄｉｅｎｔｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｓｆｏｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒａｄｉｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｎ

第１阶

无量纲频率

第２阶

无量纲频率

第３阶

无量纲频率

珚Ω εｐ／％ 珚Ω εｐ／％ 珚Ω εｐ／％

０ ３．４５２６ ０ １８．３１２９ ０ ４２．３６１３ ０

０．１ ３．４６０３ ０．２２ １８．３０７３ ０．０３ ４２．２８３６ ０．１８

０．５ ３．４７０１ ０．５１ １８．２２９７ ０．４５ ４１．９２９４ １．０２

１ ３．４５９３ ０．１９ １８．０８７１ １．２３ ４１．４８９１ ２．０６

２ ３．４１７１ １．０３ １７．８０１８ ２．７９ ４０．７５４３ ３．７９

１０ ３．１９５６ ７．４４ １６．７３１５ ８．６４ ３８．４１６１ ９．３１

分别绘制了无量纲基频 珚Ω１＝ω１Ｌ
２ ρｏＡ／（ＥｏＩ槡 ）随

刚度系数 ｋ１和 ｋ２的变化情况，ω１代表基频。可
以发现基频随着刚度系数增大而增大，与文

献［１８］中的结论一致。比较图２和图３，可以发
现 Ｐａｓｔｅｒｎａｋ系数 ｋ２对基频的影响大于 Ｗｉｎｋｌｅｒ
系数 ｋ１。

图２　简支－简支梯度圆柱管无量纲基频随ｋ１变化情况
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈｋ１ｆｏｒｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｍｐｌｙ

ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｓ

图３　简支－简支梯度圆柱管无量纲基频随ｋ２变化情况

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈｋ２ｆｏｒｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｍｐｌｙ

ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｓ

图４和图５分别绘制了不同刚度系数 ｋ１和
ｋ２时，两端简支功能梯度空心圆柱管的基频 ω１
随长度 Ｌ的变化情况。对应模型参数分别为：
ｋ２＝０，Ｒｏ＝１，Ｒｉ／Ｒｏ＝０５，Ｎ＝１和 ｋ１＝１，Ｒｏ＝１，
Ｒｉ／Ｒｏ＝０５，Ｎ＝１。显然，随着长度 Ｌ的增大，基
频迅速降低，而刚度系数 ｋ１和 ｋ２则会不同程度
地提高基频的值。

获得固有频率后，可以根据表２中的公式确
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　第４期 马维力，等：双参数弹性基功能梯度圆柱管自由振动的高阶梁理论解

图４　不同ｋ１时简支－简支梯度圆柱管基频

随长度变化情况

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈ
ｌｅｎｇｔｈｆｏｒｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｇｒａｄｉｅｎｔ

ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆｋ１

图５　不同ｋ２时简支－简支梯度圆柱管基频

随长度变化情况

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｗｉｔｈ
ｌｅｎｇｔｈｆｏｒｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｇｒａｄｉｅｎｔ

ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｔｕｂｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆｋ２

定挠度和转角。图６和图７给出了不同系数 ｋ１
和ｋ２时的模态振型，对应模型参数分别为：ｋ２＝
０，Ｒｉ／Ｒｏ＝０５，Ｌ／Ｒｏ＝１０，Ｎ＝１和 ｋ１＝１，Ｒｉ／Ｒｏ＝
０５，Ｌ／Ｒｏ＝１０，Ｎ＝１。将每个振型归一化处理，
可以发现，Ｐａｓｔｅｒｎａｋ刚度系数ｋ２对振型的影响比
Ｗｉｎｋｌｅｒ刚度系数ｋ１更加明显。原因是ｋ２对剪切
刚度的影响高于 ｋ１，剪切刚度越高，对应的模态
位移越小。随着阶数的提高，刚度系数对振型的

影响更加明显。

（ａ）第一阶
（ａ）Ｔｈｅ１ｓｔｏｒｄｅｒ

（ｂ）第二阶
（ｂ）Ｔｈｅ２ｎｄｏｒｄｅｒ

（ｃ）第三阶
（ｃ）Ｔｈｅ３ｒｄｏｒｄｅｒ

图６　不同ｋ１对应的前三阶振型

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｍｏｄｅｓｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋ１
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（ａ）第一阶
（ａ）Ｔｈｅ１ｓｔｏｒｄｅｒ

（ｂ）第二阶
（ｂ）Ｔｈｅ２ｎｄｏｒｄｅｒ

（ｃ）第三阶
（ｃ）Ｔｈｅ３ｒｄｏｒｄｅｒ

图７　不同ｋ２对应的前三阶振型

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｍｏｄｅｓｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋ２

４　结论

本文基于高阶梁理论，研究了双参数弹性基

功能梯度空心圆柱管自由振动行为。通过引入自

动满足表面剪应力自由边界条件的翘曲形状函

数，推导了双参数弹性基上功能梯度空心圆柱管

振动行为的控制方程，求得了几种典型边界条件

下自由振动频率方程。通过数值算例验证了模型

的正确性。得出下述一些结论：

１）弹性地基刚度系数的增大会使频率增大。
２）无量纲频率值随着地基刚度系数的增大

而增大。但弹性地基刚度系数对低阶频率的影响

更为明显，是对基频的影响最为显著。

３）Ｐａｓｔｅｒｎａｋ系数 ｋ２对固有频率和振型的影
响比 Ｗｉｎｋｌｅｒ系数ｋ１更显著，即旋转刚度对振动
行为的影响比平移刚度更显著。

４）梯度参数Ｎ显著影响无量纲频率，可以通
过调整梯度参数获得期望的固有频率。

５）长径比较小时基频受刚度系数的影响更
大。随着长径比增大，弹性刚度系数的影响逐渐

减小。
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［１７］　ＮＡＪＡＦＩＦ，ＳＨＯＪＡＥＥＦＡＲＤＭ Ｈ，ＧＯＯＧＡＲＣＨＩＮＨ Ｓ．

ＮｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆＦＧＭ ｂｅａｍｓｗｉｔｈＷｉｎｋｌｅｒ

Ｐａｓｔｅｒｎａｋｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｕｂｊｅｃｔｔｏｎｏｎｃｅｎｔｒａｌｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙｉｍｐａｃｔ

ｉｎｔｈｅｒｍａｌｆｉｅｌｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１７，１６７：

１３２－１４３．

［１８］　ＤＥＮＧＨ，ＣＨＥＮＫＤ，ＣＨＥＮＧＷ，ｅｔａｌ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄ

ｂｕｃｋｌｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄｏｕｂｌｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏ

ｂｅａｍｓｙｓｔｅｍｏｎＷｉｎｋｌｅｒＰａｓｔｅｒｎａｋｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ［Ｊ］．

ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１７，１６０：１５２－１６８．

·５９·


