
第４７卷 第５期 国　防　科　技　大　学　学　报 Ｖｏｌ．４７Ｎｏ．５
２０２５年１０月 ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＮＡＴＩＯＮＡＬＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹＯＦＤＥＦＥＮＳＥＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ Ｏｃｔ．２０２５

ｄｏｉ：１０．１１８８７／ｊ．ｉｓｓｎ．１００１－２４８６．２３０９００１６ ｈｔｔｐ：／／ｊｏｕｒｎａｌ．ｎｕｄｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

　收稿日期：２０２３－０９－２５
　基金项目：国家自然科学基金资助项目（６２０７２４６４）

　第一作者：任睿轩（２０００—），男，山东济南人，硕士研究生，Ｅｍａｉｌ：ｒｅｎｒｕｉｘｕａｎ１８＠ｎｕｄｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

!

通信作者：陈新海（１９９５—），男，四川眉山人，助理研究员，博士，Ｅｍａｉｌ：ｃｈｅｎｘｉｎｈａｉ１６＠ｎｕｄｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

　引用格式：任睿轩，黎铁军，金长松，等．融合多物理损失函数的偏微分方程智能求解方法［Ｊ］．国防科技大学学报，２０２５，４７（５）：

２４６－２５３．

　Ｃｉｔａｔｉｏｎ：ＲＥＮＲＸ，ＬＩＴＪ，ＪＩＮＣＳ，ｅｔａｌ．Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｄｉｖｅｒｓｅｐｈｙｓｉｃｓｌｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｐａｒｔｉａｌ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０２５，４７（５）：２４６－２５３．

融合多物理损失函数的偏微分方程智能求解方法

任睿轩，黎铁军，金长松，陈新海!

（国防科技大学 计算机学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：在传统物理信息神经网络（ｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ，ＰＩＮＮ）的基础上，通过融合维度扩展
和多物理损失函数，提出了两种改进的偏微分方程求解方法，分别是：基于改进多层感知机的维度扩展物理

信息神经网络（ｅｘｐａｎｄｉｎｇｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｗｉｔｈｍｏｄｉｆｉｅｄｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｐｅｒｃｅｐｔｒｏｎ，ＥｍＰＩＮＮ）和多物
理损失函数物理信息神经网络（ｄｉｖｅｒｓｅｌｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ，ＤＬＰＩＮＮ）。ＥｍＰＩＮＮ创新
性地提出了一种带有残差连接和维度扩展机制的神经网络结构，ＤＬＰＩＮＮ在 ＥｍＰＩＮＮ的基础上，将维度扩展
机制、梯度增强物理信息与变分物理信息相结合，更有效地融入多种物理信息，进一步提高神经网络的拟合

能力。实验结果表明，所提出的方法优于传统的物理信息神经网络方法，在不同偏微分方程案例上实现了最
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高两个数量级的求解精度提升。

关键词：偏微分方程；物理信息神经网络；维度扩展；多物理损失函数
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　　偏微分方程（ｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ，
ＰＤＥｓ）广泛应用于材料科学、航空航天和流体力
学等科学和工程领域。当前 ＰＤＥｓ主要采用数值
计算方法进行求解，例如有限差分、有限元和有限

体积方法等。这些数值计算方法需要将 ＰＤＥｓ的
求解域进行离散化，然后在网格节点上求解

ＰＤＥｓ。然而，随着方程维度的增加，网格节点的
数量呈指数级增长，所导致的维度灾难使得采用

传统数值计算方法求解复杂 ＰＤＥｓ时会面临计算
开销大、计算流程复杂等问题。因此，研究高效的

ＰＤＥｓ代理求解方法成了研究热点。
人工智能（ａｒｔｉｆｉｃｉａｌｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，ＡＩ）作为一种

新的技术驱动力，正在推动各个行业的变革。随

着可用数据和计算资源的快速增长，深度学习等

ＡＩ技术已广泛用于科学计算的各个领域，如网格
生成［１］、网格质量评估［２］和涡旋检测［３］。目前，
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基于深度学习的 ＰＤＥｓ求解方法已成为 ＰＤＥｓ代
理求解方法的热门领域。与数值方法将求解域离

散化为网格单元，然后迭代求解 ＰＤＥｓ的方式不
同，基于深度学习的方法提供了一种无网格的偏

微分方程求解方法。通过将物理信息嵌入神经网

络的损失函数中，经过训练的神经网络能够有效

地求解 ＰＤＥｓ。将神经网络用于求解 ＰＤＥｓ的想
法最早源于 １９９８年 Ｌａｇａｒｉｓ等［４］的工作。而后

Ｒａｉｓｓｉ等［５］在研究高斯过程时应用了物理领域的

先验知识，他们发现并指出，在与数学物理相关的

许多问题中，有大量的先验知识，尚未在深度学习

中得到应用。这些先验知识如底层物理定律或经

验规律，能够作为一个正则化机制，将问题的解约

束在一个更小的搜索空间。这种加入物理领域先

验知识的深度学习方法被称为物理信息学习。随

着自动微分（ａｕｔｏｍａｔｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，ＡＤ）技术［６］

的出现，物理信息学习可以被应用于神经网络，从

而产生了物理信息神经网络［７］（ｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄ
ｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ，ＰＩＮＮ）。该方法将 ＰＤＥｓ的残差项
和边界条件项添加到神经网络的损失函数中，使用

自动微分技术计算ＰＤＥｓ中的微分项，优化损失函
数以获得最佳参数，完成训练即可求解 ＰＤＥｓ。
ＰＩＮＮ已成功应用于解决不同领域的多种问题，例
如光学［８］、流体力学［９］和生物医学［１０］。这些研究

为ＰＩＮＮ在解决复杂科学问题上的应用提供了有
力的支持，并丰富了其在各研究领域的应用。

对ＰＩＮＮ进行改进，提高它求解ＰＤＥ的精确度
和训练速度，是一个重要的研究方向。因此出现了

一系列相关研究，例如可训练激活函数物理信息神

经网络［１１］、变分物理信息神经网络［１２］（ｈｐ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ，ｈｐ
ＶＰＩＮＮ）、梯度增强物理信息神经网络［１３］（ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｅｎｈａｎｃｅｄｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ，ｇＰＩＮＮ）、
梯度优化物理信息神经网络［１４］、域分解物理信息

神经网络［１５］以及物理信息神经网络与迁移学

习［１６］的结合。这些方法主要聚焦于更好地利用

物理信息，但对于更好地将神经网络的拟合能力

与物理信息相结合的研究不多。

本文融合维度扩展和多物理损失函数，提出

了两种偏微分方程智能求解方法———基于改进多

层感知机（ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｐｅｒｃｅｐｔｒｏｎ，ＭＬＰ）的维度扩
展物理信息神经网络（ｅｘｐａｎｄｉｎｇｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄ
ｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｗｉｔｈｍｏｄｉｆｉｅｄｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｐｅｒｃｅｐｔｒｏｎ，
ＥｍＰＩＮＮ）和多物理损失函数物理信息神经网络
（ｄｉｖｅｒｓｅ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｐｈｙｓｉｃｓｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋ，ＤＬＰＩＮＮ），以提高 ＰＩＮＮ方法的精度，并

且更好地将神经网络的拟合能力与物理信息相结

合。ＥｍＰＩＮＮ的核心在于维度扩展机制。该机制
引入了一个在特征变换层中执行的维度扩展操

作，它将低维求解域映射到高维空间。此外，

ＥｍＰＩＮＮ还使用了带有残差连接的ＭＬＰ。为了更
好地利用物理信息，本文将维度扩展机制、梯度增

强与变分物理信息相结合，从而形成 ＤＬＰＩＮＮ方
法。ＤＬＰＩＮＮ能够更好地将 ＰＤＥｓ蕴含的物理信
息融入神经网络求解的过程中，进一步提高神经

网络的拟合能力。

１　问题背景

１．１　问题描述

考虑非线性偏微分方程系统的一般形式如下：

ｕｔ＋Ｎ［ｕ］＝０，ｘ∈Ω，ｔ∈［０，Ｔ］ （１）
ｕ＋Ｂ［ｕ］＝ｇ（ｔ，ｘ，…），ｘ∈δΩ （２）

ｕ（ｘ，ｔ）是ＰＤＥｓ的解，Ｎ［ｕ］＝ｕｕｘ－γｕｘｘ和 Ｂ［ｕ］
是非线性算子。式（２）表示初始条件（ｉｎｉｔｉａｌ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ＩＣ）和边界条件（ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，
ＢＣ）。确定了ＰＤＥｓ和对应的ＢＣ和ＩＣ，才能够对
问题进行求解。

１．２　物理信息神经网络

定义深度神经网络 ＮＮ（ｘ，ｔ；θ）对解函数
ｕ（ｘ，ｔ）进行近似，输入是时空坐标（ｘ，ｔ），输出是
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的解ｕＮＮ（ｘ，ｔ），θ是神经网络中所有
可以训练的参数所构成的集合。定义神经网络

ｆ（ｘ，ｔ；θ）＝ｕｔ＋ｕｕｘ－γｕｘｘ对 ＰＤＥｓ进行拟合，将
ＰＤＥｓ视作值恒为零的函数，使用自动微分技术可
以对 ｆ（ｘ，ｔ；θ）进行计算。ＰＩＮＮ的原理如图 １
所示。

图１　ＰＩＮＮ原理图
Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＰＩＮＮ

为了优化神经网络，定义损失函数如下：

Ｌ（θ；Ｔ）＝Ｌｂ（θ；Ｔｂ）＋Ｌｆ（θ；Ｔｆ）

＝１Ｎｂ∑
Ｎｂ

ｉ＝１
ｕ（ｔｉｂ，ｘ

ｉ
ｂ）－ｕ

ｉ
ｂ
２＋１Ｎｆ∑

Ｎｆ

ｉ＝１
ｆ（ｔｉｆ，ｘ

ｉ
ｆ）

２

（３）

·７４２·
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式中，Ｔｂ是边界点集，Ｔｆ是求解域内使用拉丁超
立方采样（Ｌａｔｉｎｈｙｐｅｒｃｕｂｅｓａｍｐｌｉｎｇ，ＬＨＳ）方
法［１７］随机采样的点集，Ｎｂ是边界条件点的个数，
Ｎｆ是采样点的个数，ｕ

ｉ
ｂ是满足边界条件的函数

值。使用随机采样点有助于避免固定采样点引入

的偏差，同时也使得模型能够更好地适应整个求

解域的特征。

物理信息神经网络方法将 ＰＤＥｓ编码进损失
函数中，通过对神经网络进行训练，使神经网络的

输出满足底层物理定律，从而获得 ＰＤＥｓ的数值
解。与传统神经网络相比，物理信息神经网络方

法的优势在于无须使用大量带有标签的数据来进

行训练，并且具有很强的泛化能力。

２　研究方法

２．１　基于改进多层感知机的维度扩展物理信息
神经网络

　　基于改进多层感知机的维度扩展物理信息神
经网络提出了一种带有残差连接和维度扩展机制

的神经网络结构：在神经网络中引入一个特征变

换层［１８］，执行扩展维度的操作；并且在常规的

ＭＬＰ中引入残差连接［１９］来对其进行改进，引入残

差连接后的ＭＬＰ记为ｍＭＬＰ。
首先，以输入特征（ｘ，ｙ）为例，经过特征变换

层后，（ｘ，ｙ）会扩展维度，变成（ｘ，ｙ，ｘ２，ｙ２）。维度
扩展机制定义了一个从输入 Ｘｉｎ∈ＲＲ

２到输出 Ｘ∈
ＲＲ４的映射：

Ｘｉｎ（ｘ，ｙ）→Ｘ（ｘ，ｙ，ｘ
２，ｙ２） （４）

经过这个特征变换后，求解域从二维的输入

空间映射到了四维空间。Ｂｅｎｇｉｏ等［２０］的研究表

明，神经网络在学习高维数据表示方面具有更强

的能力，并强调了神经网络在求解高维问题方面

的潜力。因此，使用神经网络在新的高维空间中

进行训练和优化，更容易对 ＰＤＥｓ的解函数进行
拟合。

其次，这种方法使用了ｍＭＬＰ，这样做的好处
是能够通过残差连接增强隐藏状态。隐藏层数为

Ｌ的ｍＭＬＰ的网络架构由以下公式定义：
Ｈ（１）＝Ｗ１Ｘ＋ｂ１ （５）

Ｈ（ｉ＋１）＝ＷｉＨ
（ｉ）＋ｂｉ＋Ｈ

（ｉ），１＜ｉ＜Ｌ （６）
ｆθ（Ｘ）＝ＷＨ

（Ｌ）＋ｂ （７）
通过在神经网络结构中引入维度扩展和残差

连接。ＥｍＰＩＮＮ可以更充分地利用神经网络的拟
合能力，提高 ＰＩＮＮ在求解 ＰＤＥｓ时的精确度。
ＥｍＰＩＮＮ方法只对神经网络的结构进行了改进，

因此它的损失函数定义与 ＰＩＮＮ是类似的。
ＥｍＰＩＮＮ的原理图如图２所示。

图２　ＥｍＰＩＮＮ原理图
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＥｍＰＩＮＮ

２．２　多物理损失函数物理信息神经网络

已有的方法如 ｈｐＶＰＩＮＮ［１２］和 ｇＰＩＮＮ［１３］，都
是在损失函数方面对ＰＩＮＮ进行改进。ｈｐＶＰＩＮＮ
将ＰＤＥｓ的变分形式加入损失函数中，ｇＰＩＮＮ将
ＰＤＥｓ的微分形式加入损失函数中，并且 ｈｐ
ＶＰＩＮＮ包含着将方程的定义域分解的思想，对问
题分而治之，能够对每个区域进行单独的超参数

初始化和训练。

在网络结构和损失函数上的不同改进，是可

以进行结合的，因此，在上文提出的ＥｍＰＩＮＮ的基
础上，结合梯度增强和变分物理信息的思想，提出

了多物理损失函数物理信息神经网络 ＤＬＰＩＮＮ。
ＤＬＰＩＮＮ可以更好地将神经网络的拟合能力与
ＰＤＥｓ蕴含的物理信息相结合，提高物理信息神经
网络求解偏微分方程的准确度。ＤＬＰＩＮＮ的原理
图如图３所示。

图３　ＤＬＰＩＮＮ的原理图
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＤＬＰＩＮＮ

以式（１）给出的方程为例，ＤＬＰＩＮＮ方法的
损失函数定义如下：

Ｌ（θ；Ｔ）＝λｂＬｂ（θ；Ｔｂ）＋λｆＬｆ（θ；Ｔｆ）＋
Ｌｇ（θ；Ｔｇ）＋λｖＬｖ（θ；Ｔｖ） （８）

Ｌｂ（θ；Ｔｂ）＝
１
Ｎｂ∑

Ｎｂ

ｉ＝１
ｕＮＮ（ｘ

ｉ
ｂ，ｔ

ｉ
ｂ）－ｕ

ｉ
ｂ
２ （９）

Ｌｆ（θ；Ｔｆ）＝
１
Ｎｆ∑

Ｎｆ

ｉ＝１
ｕＮＮｔ＋ｕＮＮｕＮＮｘ－γｕＮＮｘｘ（ｘ

ｉ
ｆ，ｔ
ｉ
ｆ）

２

（１０）

·８４２·
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Ｌｇ（θ；Ｔｇ）＝∑
ｄ

ｇｉ＝１
ｗｇｉＬｇｉ（θ；Ｔｇｉ）＝∑

ｄ

ｇｉ＝１
ｗｇｉ
Ｌｆ
ｘｇｉ
（１１）

Ｌｖ（θ；Ｔｖ）＝∑
Ｋ１Ｋ２

ｋ１，ｋ２＝１
∑
Ｎｅｌｘ

ｅｘ＝１
∑
Ｎｅｌｔ

ｅｔ＝１
Ｎ［ｕＮＮ］（ｅｘ）ｋ１ （ｘ）（ｅｔ）ｋ２ （ｔ）ｄｘｄｔ

（１２）
其中：Ｔｇ是求解域内随机采样的点集；Ｔｖ是求积
点集；Ｎｅｌｘ和 Ｎｅｌｔ是在 ｘ维度和 ｔ维度上分解的求

解域的个数；（ｘ）和（ｔ）分别是在ｘ维度和ｔ维
度上的测试函数，选取 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的组合作
为测试函数；Ｋ１和Ｋ２分别是ｘ维度和ｔ维度中的
测试函数数量。后续实验中，Ｎｅｌｘ和Ｎｅｌｔ设置为２，

Ｋ１和Ｋ２设置为５。需要注意的是，变分残差的构
建不是唯一的，因为可以利用 Ｊａｃｏｂｉ多项式的不
同性质来进行积分并推导出各种公式。使用

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的递归公式来计算变分残差，求
积点的数量为５０。为了更好地训练模型，每个损
失项都分配了不同的权重，这样的方式能够更好

地对模型进行训练［１９］。ｗｇｉ是每个 Ｌｇｉ（θ；Ｔｇｉ）微
分损失项的权重，λｂ是边界损失项的权重，λｆ是
ＰＤＥｓ残差损失项的权重，λｖ是ＰＤＥｓ残差积分损
失项的权重。

３　结果与讨论

本节研究并比较 ＥｍＰＩＮＮ方法和 ＤＬＰＩＮＮ
方法与一些常用的基于深度神经网络的 ＰＤＥｓ求
解方法的性能，包括 ＰＩＮＮ、ｇＰＩＮＮ和 ｈｐＶＰＩＮＮ
等，所有实验都在相同的实验环境下进行，每个示

例使用的超参数在表１中进行了说明。在所有的
示例中，使用 ｔａｎｈ作为激活函数，学习率为
０００１。为了最小化损失函数，使用自适应矩估计
（ａｄａｐｔｉｖｅｍｏｍｅｎｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，Ａｄａｍ）优化器与限
制内存的拟牛顿法 －边界约束（ｌｉｍｉｔｅｄｍｅｍｏｒｙ
ｂｒｏｙｄｅｎＦｌｅｔｃｈｅｒＧｏｌｄｆａｒｂＳｈａｎｎｏｂｏｘｃｏｎｓｔｒａｉｎｓ，
ＬＢＦＧＳＢ）优化器［２１］相结合的优化策略：先使用

Ａｄａｍ优化器应用于随机梯度下降训练，再使用
ＬＢＦＧＳＢ优化器对结果进行微调。在训练过程
中将 ＴｅｎｓｏｒＦｌｏｗ和 Ｎｕｍｐｙ的随机种子设置为
１２３４，以确保实验结果的可重复性。

评判求解的准确度，一般会以式（１３）给出的
相对Ｌ２误差作为标准。

Ｌ２ｅｒｒｏｒ＝
ｕｐｒｅｄ－ｕｅｘａｃｔ ２
ｕｅｘａｃｔ ２

（１３）

式中：ｕｅｘａｃｔ是方程数值解，一般由数值方法求解得
到，可作为准确解；ｕｐｒｅｄ是新方法（神经网络）的预

测解。

表１　实验中使用的超参数
Ｔａｂ．１　Ｈｙｐｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｓｕｓｅｄｉｎｔｈｉｓｓｔｕｄｙ

问题名称

网络

深度／
层

网络

宽度／
单元

Ｎｆ／个 Ｎｂ／个
最大迭

代次数

Ｐｏｉｓｓｏｎ方程 ３ ２０ ５０ ８０ ５００

Ｂｕｒｇｅｒｓ方程 ５ ４０ ５０００ １００ １００００

文中的所有代码都基于 Ｐｙｔｈｏｎ３７４和
ＴｅｎｓｏｒＦｌｏｗ１１４０。所有示例的数值实验都在装
有第十代 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ７－１０５１０Ｕ＠
１８０ＧＨｚ处理器和１６０ＧＢ内存的笔记本电脑
上运行。

３．１　Ｐｏｉｓｓｏｎ方程实验结果

Ｐｏｉｓｓｏｎ方程是一个常见于静力学、机械工程
和理论物理的偏微分方程，也是微电子器件三大

基本方程之一，应用非常广泛。考虑求解二维

Ｐｏｉｓｓｏｎ方程，方程形式如下：
"

２ｕ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）∈［－１，１］×［－１，１］
（１４）

为了便于验证，求解齐次方程，即 ｆ（ｘ，ｙ）＝０
在整个定义域上恒成立。给出方程的解析解

如下：

ｕｅｘａｃｔ（ｘ，ｙ）＝
２×（１＋ｙ）

（３＋ｘ）２＋（１＋ｙ）２
（１５）

使用 ＥｍＰＩＮＮ 和 ＤＬＰＩＮＮ 等 方 法 求 解
Ｐｏｉｓｓｏｎ方程时，损失项的权重λｂ、λｆ和λｖ都被设
置为 １０，ｗｘ和 ｗｙ被设置为 ０００１。图 ４（ａ）、
图４（ｂ）和图４（ｃ）分别展示了使用５０个训练点
求解 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程时，ＰＩＮＮ、ＥｍＰＩＮＮ和 ＤＬＰＩＮＮ
方法的损失函数收敛情况。每个方法都在 Ａｄａｍ
优化器下进行了 ５００次优化，并由 ＬＢＦＧＳＢ优
化器进行了微调。比较图４（ａ）和图４（ｂ），注意
到无论使用哪种优化器进行训练，ＥｍＰＩＮＮ方法
的表现都更好。图４（ｃ）展示了 ＤＬＰＩＮＮ方法的
损失函数，在Ａｄａｍ优化器的优化阶段，损失项的
变化更平稳，而使用 ＬＢＦＧＳＢ优化器时，损失项
的变化非常大，收敛速度较快。

图５（ａ）和图５（ｂ）分别展示了 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程
的准确解和由ＤＬＰＩＮＮ给出的预测解，这两幅图
像非常接近。图５（ｃ）展示了 ＤＬＰＩＮＮ方法求解
Ｐｏｉｓｓｏｎ方程时，逐点绝对误差的分布在Ｏ（１０－３）～
Ｏ（１０－４）范围。可以明显看出，ＤＬＰＩＮＮ方法非
常有效地求解了Ｐｏｉｓｓｏｎ方程。

·９４２·
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（ａ）ＰＩＮＮ求解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的损失函数
（ａ）ＬｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＰＩＮＮｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

（ｂ）ＥｍＰＩＮＮ求解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的损失函数
（ｂ）ＬｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＥｍＰＩＮＮｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

（ｃ）ＤＬＰＩＮＮ求解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的损失函数
（ｃ）ＬｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＤＬＰＩＮＮｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

图４　ＰＩＮＮ、ＥｍＰＩＮＮ和ＤＬＰＩＮＮ求解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的
损失函数图像（ｙ轴是对数刻度）

Ｆｉｇ．４　ＬｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＰＩＮＮ，ＥｍＰＩＮＮａｎｄＤＬＰＩＮＮ
（ｏｎｔｈｅｌｏｇｓｃａｌｅ）ｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＰｏｉｓｓｏｎ′ｓｅｑｕａｔｉｏｎ

（ａ）Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的准确解
（ａ）ＥｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

（ｂ）ＤＬＰＩＮＮ方法求解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的预测解
（ｂ）ＰｒｅｄｉｃｔｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｇｉｖｅｎｂｙＤＬＰＩＮＮ

（ｃ）ＤＬＰＩＮＮ方法求解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的预测解与
Ｐｏｉｓｓｏｎ方程准确解的逐点绝对误差

（ｃ）ＰｏｉｎｔｗｉｓｅａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆＤＬＰＩＮＮｆｏｒ
ｓｏｌｖｉｎｇＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

图５　Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的准确解与ＤＬＰＩＮＮ方法求解
Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的预测解的比较

Ｆｉｇ．５　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＰｏｉｓｓｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｇｉｖｅｎｂｙＤＬＰＩＮＮ

·０５２·
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　　表２展示了使用 ＥｍＰＩＮＮ和 ＤＬＰＩＮＮ方法
与使用其他方法求解 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的比较结果。
为了确保在不同方法之间进行公平比较，所有实

验均使用了相同的超参数，如表１所示。实验结
果显示，本文提出的方法 ＥｍＰＩＮＮ和 ＤＬＰＩＮＮ求
解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的相对 Ｌ２误差比 ＰＩＮＮ、ｇＰＩＮＮ和
ｈｐＶＰＩＮＮ低两个数量级，而 ＤＬＰＩＮＮ方法的表
现最佳，相对Ｌ２误差为３２０×１０－５。

表２　不同方法求解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的相对Ｌ２误差比较
Ｔａｂ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅＬ２ｅｒｒｏｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄｓｏｎＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

求解Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的方法 相对Ｌ２误差

ＰＩＮＮ ２．２８×１０－３

ｇＰＩＮＮ ２．１６×１０－３

ｈｐＶＰＩＮＮ １．２６×１０－３

ＥｍＰＩＮＮ ６．７０×１０－５

ＤＬＰＩＮＮ ３．２０×１０－５

３．２　Ｂｕｒｇｅｒｓ方程实验结果

Ｂｕｒｇｅｒｓ方程是一个模拟冲击波的传播和反
射的非线性偏微分方程，在流体力学、气体动力学

等领域都有应用，具有很好的研究价值。本文求

解的Ｂｕｒｇｅｒｓ方程形式如下：

Ｎ［ｕ］＝ｕｔ＋ｕｕｘ－
０．０１( )π ｕｘｘ＝０，（ｘ，ｔ）∈（０，１）×（０，１］

（１６）
ｕ（ｘ，０）＝－ｓｉｎ（πｘ），ｘ∈（０，１） （１７）
ｕ（－１，ｔ）＝ｕ（１，ｔ）＝０ （１８）

使用ＥｍＰＩＮＮ和ＤＬＰＩＮＮ等方法求解Ｂｕｒｇｅｒｓ
方程时，损失项的超参数λｂ被设置为２０，λｆ和λｖ
都被设置为 １，ｗｘ和 ｗｔ都被设置为 ０００１。
图６（ａ）、图６（ｂ）和图６（ｃ）分别展示了使用５０００
个训练点求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程时，ＰＩＮＮ、ＥｍＰＩＮＮ和
ＤＬＰＩＮＮ的损失函数收敛情况。每个方法都在
Ａｄａｍ优化器下进行了 １００００次优化，并由 Ｌ
ＢＦＧＳＢ优化器进行了微调。ＤＬＰＩＮＮ在Ａｄａｍ优
化器的优化阶段，损失函数的曲线剧烈振荡，但损

失函数值在整体上减小较少，这表明Ａｄａｍ优化器
的训练效果有限。ＤＬＰＩＮＮ在 ＬＢＦＧＳＢ优化器
优化阶段，损失函数的下降更为明显，在１７０００次
迭代左右，每个损失项趋于收敛。

图７（ａ）和图７（ｂ）分别展示了 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程
的准确解和由 ＤＬＰＩＮＮ给出的预测解，图７（ｃ）
显示了 ＤＬＰＩＮＮ方法求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的逐点绝

（ａ）ＰＩＮＮ求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的损失函数
（ａ）ＬｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＰＩＮＮｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＢｕｒｇｅｒｓ′ｅｑｕａｔｉｏｎ

（ｂ）ＥｍＰＩＮＮ求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的损失函数
（ｂ）ＬｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＥｍＰＩＮＮｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＢｕｒｇｅｒｓ′ｅｑｕａｔｉｏｎ

（ｃ）ＤＬＰＩＮＮ求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的损失函数
（ｃ）ＬｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＤＬＰＩＮＮｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＢｕｒｇｅｒｓ′ｅｑｕａｔｉｏｎ

图６　ＰＩＮＮ、ＥｍＰＩＮＮ和ＤＬＰＩＮＮ求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的损
失函数图像（ｙ轴是对数刻度）

Ｆｉｇ．６　ＬｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＰＩＮＮ，ＥｍＰＩＮＮａｎｄＤＬＰＩＮＮ
（ｏｎｔｈｅｌｏｇｓｃａｌｅ）ｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＢｕｒｇｅｒｓ′ｅｑｕａｔｉｏｎ对误差在Ｏ（１０－３）范围内。ＤＬＰＩＮＮ方法非常有

·１５２·
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（ａ）Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的准确解
（ａ）ＥｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＢｕｒｇｅｒｓ′ｅｑｕａｔｉｏｎ

（ｂ）ＤＬＰＩＮＮ方法求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的预测解
（ｂ）ＰｒｅｄｉｃｔｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＢｕｒｇｅｒｓ′ｅｑｕａｔｉｏｎ

ｇｉｖｅｎｂｙＤＬＰＩＮＮ

（ｃ）ＤＬＰＩＮＮ方法求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的预测解与
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程准确解的逐点绝对误差

（ｃ）ＰｏｉｎｔｗｉｓｅａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆＤＬＰＩＮＮｆｏｒ
ｓｏｌｖｉｎｇＢｕｒｇｅｒｓ′ｅｑｕａｔｉｏｎ

图７　Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的准确解与ＤＬＰＩＮＮ方法求解
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程预测解的比较

Ｆｉｇ．７　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＢｕｒｇｅｒｓ′
ｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｇｉｖｅｎｂｙＤＬＰＩＮＮ

效地求解了Ｂｕｒｇｅｒｓ方程。
表３展示了使用 ＥｍＰＩＮＮ和 ＤＬＰＩＮＮ方法

与使用其他方法求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的比较结果。
结果显示，在求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程时，ＥｍＰＩＮＮ方法
的相对 Ｌ２误差为 ３７８×１０－３，ＤＬＰＩＮＮ方法的
表现最好，相对 Ｌ２误差为３４４×１０－４，这个值比
ＰＩＮＮ、ｇＰＩＮＮ和ｈｐＶＰＩＮＮ等方法低两个数量级，
比ＥｍＰＩＮＮ方法低一个数量级。

表３　不同方法求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的相对Ｌ２误差比较

Ｔａｂ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅＬ２ｅｒｒｏｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄｓｏｎＢｕｒｇｅｒｓ′ｅｑｕａｔｉｏｎ

求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的方法 相对Ｌ２误差

ＰＩＮＮ ３．５０×１０－２

ｇＰＩＮＮ ７．４３×１０－２

ｈｐＶＰＩＮＮ ２．７７×１０－２

ＥｍＰＩＮＮ ３．７８×１０－３

ＤＬＰＩＮＮ ３．４４×１０－４

４　结论

物理信息神经网络将深度学习与物理领域的

专业知识相结合，为求解复杂 ＰＤＥｓ提供了新的
方法。研究和优化此类神经网络以更准确地求解

ＰＤＥｓ很有意义。本文针对 ＰＩＮＮ方法求解 ＰＤＥｓ
精度不高的问题，从不同方面改进 ＰＩＮＮ以提高
其求解 ＰＤＥｓ的准确度。这些改进包括引入维度
扩展机制、采用带有残差连接的 ＭＬＰ结构、使用
梯度增强技术以及引入变分物理信息等方法。根

据上述研究，本文融合维度扩展和多物理损失函

数，提出了两种偏微分方程智能求解方法：

ＥｍＰＩＮＮ和ＤＬＰＩＮＮ。这两种方法可以充分将物
理信息和神经网络强大的拟合能力相结合。

Ｐｏｉｓｓｏｎ方程和 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程得到的实验结果表
明，这两种方法能够提高ＰＩＮＮ求解 ＰＤＥｓ的准确
度，并且优于目前的常规方法１～２个数量级。

与 ＰＩＮＮ方法及其部分变体 ｇＰＩＮＮ、ｈｐ
ＶＰＩＮＮ等相比，ＥｍＰＩＮＮ引入了拟合能力更强的
网络结构，从而提高了求解 ＰＤＥｓ的精度，并且不
需要引入额外的超参数，但是由于使用了更复杂

的网络结构，ＥｍＰＩＮＮ需要更长的时间来进行训
练。ＤＬＰＩＮＮ在ＥｍＰＩＮＮ的基础上，结合了梯度
增强技术和变分物理信息，改进了损失函数。这

样做能够更好地将神经网络的拟合能力与物理信

息相结合，提高求解 ＰＤＥｓ的精度，然而，这样会
引入额外的超参数，即 ＰＤＥｓ微分损失项和 ＰＤＥｓ

·２５２·
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残差积分损失项的权重系数，从而引入了调整权

重的问题。因此，未来的工作将研究 ＤＬＰＩＮＮ方
法的可解释性，实现自动地确定最佳权重系数，进

一步提高性能。本文提出的ＥｍＰＩＮＮ和ＤＬＰＩＮＮ
方法，仅有实验结果验证其准确性和适用性，缺少

可解释性研究，并且很难为特定的ＰＤＥｓ系统设计
合适的神经网络。随着深度学习技术的不断进步，

基于 ＰＩＮＮ的方法在高效、准确地求解ＰＤＥｓ方面
具有巨大潜力，有望实现ＰＤＥｓ的精准高效的代理
求解。另外，基于ＰＩＮＮ的ＥｍＰＩＮＮ和ＤＬＰＩＮＮ方
法，其适用性不仅局限于求解一般ＰＤＥｓ，还可以在
计算流体力学领域提供新的建模和预测方法。例

如，通过求解 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程，模拟具有较大尺
度的涡旋结构，这也是未来工作的重点研究方向。
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