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[bookmark: _Hlk137664204][bookmark: _Hlk136898460]摘要：为研究碳纳米管（carbon nanotubes，CNTs）的尺度效应对碳纳米管增强复合材料（carbon nanotubes reinforced composites，CNTRC）自由振动特性的影响，结合非局部理论和Eshelby-Mori-Tanaka细观力学方法建立了CNTRC力学性能预示模型。考虑CNTs的梯度分布和环境热载荷的影响，基于Hamilton原理建立了visco-Pasternak地基上功能梯度（functionally graded，FG-）CNTRC Kirchhoff板的自由振动控制方程，并求解了四边简支板的特征频率，随后分析了CNTs的尺度效应及其分布方式、环境温度和地基参数等对FG-CNTRC板固有频率的影响。结果表明，考虑CNTs的尺度效应会显著降低结构的动刚度，并削弱地基弹性参数对结构动刚度的增强效果，但增大升温对结构动刚度的影响；结构往复振动的临界体积分数与地基阻尼参数呈正相关。
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Free vibration characteristics analysis of FG-CNTRC Kirchhoff plates on viscoelastic substrates in a thermal environment
WU Dong1,2, ZHANG Dapeng1,2, YU Baoshi1,2, LEI Yongjun1,2,3
(1. College of Aerospace Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha 410073, China;
2. Hunan Key Laboratory of Intelligent Planning and Simulation for Aerospace Missions, Changsha, 410073, China; 
3. Rocket Force University of Engineering, Xi'an 710025)
Abstract: To investigate the effect of the scale effect of CNTs (carbon nanotubes) on the free vibration properties of CNTRC (carbon nanotubes reinforced composites), a CNTRC mechanical property prognostic model was established by combining the nonlocal theory and Eshelby-Mori-Tanaka micromechanics method. Considering the gradient distribution of CNTs and the influence of environmental thermal loads, the free vibration governing equations of FG- (functionally graded) CNTRC Kirchhoff plates on visco-Pasternak foundations were established based on Hamilton's principle. The characteristic frequencies of simply supported plates were subsequently solved, followed by an analysis of the effects of the scale effect and distribution patterns of CNTs, environmental temperature, and foundation parameters on the natural frequencies of FG-CNTRC plates. The results show that considering the CNTs scale effect significantly reduces the dynamic stiffness of the structure and weakens the enhancing effect of the foundation's elastic parameters on the dynamic stiffness, while amplifying the impact of temperature rise on the dynamic stiffness. Additionally, the critical volume fraction for structural reciprocating vibration exhibits a positive correlation with the foundation's damping parameter.
Keywords: nonlocal theory; Eshelby-Mori-Tanaka micromechanics method; carbon nanotubes reinforced composites; functionally graded plate; visco-Pasternak foundation
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[bookmark: _Hlk95328795]功能梯度材料是指增强相沿材料厚度方向连续梯度变化的一类复合材料[1]，最早由学者于1984年在研究航天飞机耐热材料时提出[2-3]。与传统复合材料相比，功能梯度材料通过梯度界面代替尖锐界面，实现了不同材料间的平滑过渡，显著提升了抗分层、脱粘能力[4]和可设计性，在航空航天等高端工业领域展示出广阔的应用前景。碳纳米管（carbon nanotubes，CNTs）以其优异的力学性能成为功能梯度材料的理想增强相[5-6]，功能梯度碳纳米管增强复合材料（functionally graded carbon nanotubes reinforced composites，FG-CNTRC）已成为先进复合材料领域研究的热点[7]。由于飞行器在复杂热环境下服役，环境载荷会显著影响其结构动力学特性，针对FG-CNTRC薄板的热机械振动问题研究成为推动该类复合材料在航空航天领域应用的重要课题。
研究CNTRC力学性能的方法主要包括实验方法、分子动力学仿真方法和理论建模方法。尽管实验方法和分子动力学仿真方法具有较高的精度，但实验方法周期长、成本高，而分子动力学仿真方法在宏观尺度结构中的计算成本较高[8]。相比之下，理论方法具有分析周期短、成本可控的显著优势，其分析结果可为分子动力学仿真和实验测试提供指导，在CNTRC力学性能研究中展现出显著优越性。获得CNTRC的等效力学性能参数是开展其力学特性研究的基础，当前广泛采用的方法包括混合法则和Eshelby-Mori-Tanaka（EMT）方法。混合法则模型简单，但无法考虑纳米纤维的固有特性，如波纹、团聚和尺度效应[9]。研究表明，EMT方法在高填充体积分数模型中仍具有较高的精度[8,10]，且能够考虑纳米纤维的固有特性，因此被广泛应用于CNTRC力学特性研究。Adhikari和Singh[11]基于EMT方法和代表性体积有限元方法研究了FG-CNTRC板的几何非线性动力学响应。Taheri等[12]基于EMT方法获取了CNTRC的等效力学性能，并通过扩展有限元法分析了剪切载荷下含裂纹CNTRC板的屈曲特性。Pak等[13]将有限元建模计算的界面热阻应用到EMT方法中，成功预测了具有完美和不完美界面的CNTRC的热导率，并通过有限元仿真和实验验证了该方法的有效性。
实验和分子动力学仿真方法均证实纳米材料具有尺度效应[14]，使其在纳米尺度下表现出与宏观尺度下截然不同的性质。当复合材料中增强相的尺度降低时，同样会引入尺度效应[15]。由于经典的连续介质力学理论无法考虑纳米材料的尺度效应，不再适用于描述纳米结构的力学行为。针对这一局限性，研究人员提出了包括非局部理论、应变梯度理论和表面弹性理论在内的多种理论模型。研究结果表明，在多种理论中，非局部理论能够与分子动力学仿真的结果实现最佳一致性[16]，因而被广泛应用于微/纳米结构力学特性研究。当前，国内外学者主要在研究微/纳米尺度结构力学响应时考虑其尺度效应。Marandi等[17]基于Timoshenko梁模型和Hamilton原理研究了纳米尺度CNTRC夹层梁的自由振动特性。Arani等[18]分别采用EMT方法和拓展混合法则获取CNTRC结构的等效力学性能参数，并基于非局部理论和Hamilton原理分析了表面应力对CNTRC纳米板双轴极限屈曲载荷的影响。此外，系统的力学特性不仅与结构的固有特性相关，还受外部环境和结构组成的影响。Amir等[19]研究了非线性电磁环境下Pasternak基体连接的两个CNTs增强聚偏氟乙烯微米板的自由振动响应。Daghigh等[20]探讨了热环境中Pasternak地基上纳米CNTRC板力学响应受CNTs团聚、体积分数、Pasternak地基、温度及尺度效应参数的影响特性。
综上所述，国内外学者在纳米尺度下CNTRC结构力学行为研究方面取得了丰硕成果，但关于CNTs尺度效应对宏观尺度下CNTRC结构力学响应影响的研究相对缺乏。为此，以热环境中黏弹性地基上CNTRC板为研究对象，采用非局部理论考虑CNTs的尺度效应，基于EMT方法建立可表征宏观CNTRC等效力学性能的非局部EMT本构模型。基于Kirchhoff板假设并考虑CNTs沿板厚度方向的梯度分布，利用Hamilton原理推导系统的自由振动控制方程，获得四边简支边界条件下CNTRC板自由振动特性问题的半解析解，进一步分析了尺度效应、CNTs体积分数及其分布方式、地基参数和环境温度对CNTRC自由振动固有频率的影响规律。
1 理论建模
[bookmark: _Hlk95331258]1.1 CNTRC的力学特性



[bookmark: MTBlankEqn]假设CNTRC中分布着一定量的直CNTs，且其轴线方向随机分布，单个CNT的取向由欧拉角和表征。CNTRC中所有CNTs的取向由概率密度函数描述，且满足[21]

		(1)

其中，当CNTs随机取向时。




根据EMT方法和非局部理论，CNTs的平均应变、平均应力与基体的平均应变和平均应力之间的关系可表示为

[bookmark: ZEqnNum517600]		(2)


其中，e0a为CNTs的非局部特征参数；为Laplace算子；Cm为基体的刚度矩阵，C̅r为CNTs的刚度矩阵；为EMT方法引入的矩阵。若CNTs沿相同方向排列，则有

		(3)
式中，Ium为单位矩阵；S为Eshelby矩阵，具体表达式可参考文献[21]。


对于随机取向的CNTs，可视为在空间上的平均，即

		(4)
假设基体与CNTs之间的粘接界面可忽略，即二者之间具有完美的载荷传递，则有[22]

[bookmark: ZEqnNum953271]		(5)



其中，和为基体和CNTs的体积分数，且；σ和ε为CNTRC的平均应力和平均应变。
将式(2)代入式(5)，可求得CNTRC平均应力σ和平均应变ε之间的关系（如下式所示），进而获得宏观CNTRC的等效力学性能。

[bookmark: ZEqnNum703021]		(6)
其中

[bookmark: ZEqnNum914874]		(7)
需要指出的是，所构建的非局部EMT本构模型不仅适用于CNTRC，同样适用于一般纳米纤维增强复合材料。
1.2 FG-CNTRC板的自由振动分析
如图1所示为所建立的黏弹性地基上FG-CNTRC板的示意图。在直角坐标系o-xyz中，原点位于板的一角，o-xy平面与中面重合，x轴和y轴分别沿长度和宽度方向延伸，z轴与x轴和y轴形成右手系。板的几何尺寸由长度L、宽度b和厚度h表示。地基采用visco-Pasternak模型，其Winkler弹性模量、剪切模量和阻尼参数分别记为kw、kG和ct。
[image: ]
[bookmark: _Ref104543783]图1 visco-Pasternak地基上FG-CNTRC板
Fig.1 FG-CNTRC plate resting on the visco-Pasternak foundation in thermal environment
[bookmark: _Ref98184901]目前，在功能梯度复合材料相关的理论建模中，通常假设增强体沿z轴方向的分布方式为

[bookmark: ZEqnNum806486]		(8)
显然，在四种分布方式下，CNTs的质量分数均相等。
基于Kirchhoff板理论，CNTRC板的位移场可表示为

[bookmark: ZEqnNum641946]		(9)
其中，(u, v, w)表示CNTRC板上任意点的位移在(x, y, z)轴上的分量；(u0, v0, w0)则为CNTRC板中面上某一点在(x, y, z)轴上的位移分量。
根据式(9)，CNTRC板的应变场可表示为

[bookmark: ZEqnNum628669]		(10)
将式(10)代入式(6)，并考虑环境温度变化的影响，可得

[bookmark: ZEqnNum774141]		(11)


其中，为相对于室温（300K）的变化量；是CNTRC板沿(x, y)轴的热膨胀系数，且满足[23]

	(12)
基于Hamilton原理，可推导出考虑热环境的visco-Pasternak黏弹性基体上FG-CNTRC Kirchhoff板的自由振动控制方程，其表达式为[24]

[bookmark: ZEqnNum281696]		(13)
其中，δU、δW和δK分别表示系统的虚应变能、虚功和虚动能。
虚应变能δU的表达式为

[bookmark: ZEqnNum112552]		(14)
其中，Θ为CNTRC板的o-xy面区域；且满足

[bookmark: ZEqnNum136746]		(15)
虚动能δK可表示为

[bookmark: ZEqnNum666108]		(16)

其中，ρ为CNTRC板的密度，有；同时满足以下条件

		(17)
虚功δW可表示为[25]

[bookmark: ZEqnNum140730]		(18)

式中，为visco-Pasternak基体对CNTRC板的作用力，NTx和NTy为环境温度变化产生的温度载荷沿x轴和y轴的分量，且满足以下关系[26]

		(19)

		(20)


其中，c11(z)=C(1,1)，c22(z)=C(2,2)；和分别为CNTRC板沿x轴和y轴的热膨胀系数，其表达式分别为

		(21)

	(22)
将式(14)、式(16)和式(18)代入式(13)，可推导出自由振动控制方程如下

[bookmark: ZEqnNum694079]		(23)
基于式(13)，可同时获得CNTRC板的边界条件。针对四边简支CNTRC板的自由振动问题，其边界条件设置为

		(24)
假设CNTRC板的初始速度和初始位移均为零，即

[bookmark: ZEqnNum762738]		(25)
振动控制方程、边界条件和初始条件共同构成了CNTRC板自由振动问题的定解条件。
2 四边简支FG-CNTRC板自由振动特性求解
为简化问题求解，引入以下无量纲参数

[bookmark: ZEqnNum510055]		(26)

		(27)

		(28)

	(29)

		(30)
采用Navier法求解CNTRC板的自由振动特性，其位移场可表示为[27]

[bookmark: ZEqnNum992100]	(31)





其中，m和n是半波数；Umn，Vmn和Wmn为Fourier系数；，，；为FG-CNTRC板的无量纲复特征频率，与有量纲特征频率之间的转换关系为

		(32)
基于式(23)和式(26)~式(31)，可将振动控制方程改写为无量纲形式，具体如下

[bookmark: ZEqnNum494098]	(33)
其中

		(34)



由于、和中元素的具体表达式较为冗长，为保持内容的简洁性，此处不再详细列出，相应的表达式可通过Maple软件进行推导。

对于式(33)，CNTRC板的位移存在非零解的充要条件为系数矩阵的行列式为零，即

[bookmark: ZEqnNum664964]		(35)
式(35)中绝对值最小的一组解对应于CNTRC板自由振动的无量纲固有频率。
He等[28]和Zhao等[29]分别采用有限元法（finite element method，FEM）和无网格kp-Ritz方法（element free kp-Ritz method，EFRM）对功能梯度材料（functionally graded materials，FGM）板的自由振动特性进行了分析，二者均假设增强相体积分数的分布方式为

[bookmark: ZEqnNum256950]		(36)
文献[28-29]中给出了式(36)在N=0和N=2000时四边简支FGM Kirchhoff板的固有频率。表1展示了FGM Kirchhoff板的固有频率与FEM[28]和EFRM[29]的对比结果，结果表明，FGM Kirchhoff板固有频率的计算结果与文献[28-29]具有良好的一致性。

[bookmark: _Ref104544663][bookmark: _Ref104543840]表1 四边简支FGM Kirchhoff板的固有频率对比结果(Hz) (L=b=0.4, h=0.005)
Tab.1 Comparison of natural frequencies of simply supported at four edges FGM Kirchhoff plate (Hz) (L=b=0.4, h=0.005)
	N
	求解方法
	(m, n)

	
	
	(1,1)
	(1,2)
	(2,1)
	(2,2)
	(1,3)
	(3,1)

	0
	本文解
	145.04
	362.52
	362.52
	580.01
	725.15
	725.15

	
	FEM[28]
	144.66
	360.53
	360.53
	569.89
	720.57
	720.57

	
	EFRM[29]
	143.67
	360.64
	360.64
	575.87
	725.53
	725.53

	2000
	本文解
	270.62
	677.44
	677.44
	1084.30
	1355.56
	1355.56

	
	FEM[28]
	268.92
	669.40
	669.40
	1052.49
	1338.52
	1338.52

	
	EFRM[29]
	268.60
	674.38
	674.38
	1076.8
	1356.9
	1356.9




进一步，将四边简支Pasternak基体上FGM板无量纲基频的计算结果与文献[30]中的解析结果进行对比，如表2所示，结果表明二者具有良好的一致性。其中，FGM的性能参数沿板厚度方向变化的表达式为

		(37)
式中，P表示FGM的弹性模量和密度，下标“m”和“r”分别表示基体和增强体的性能参数。
[bookmark: _Ref128515071][bookmark: _Ref104750250]表2 四边简支Pasternak基体上FGM Kirchhoff板的无量纲基频对比结果(L=b, k̅w=k̅G=100)
Tab.2 Comparison of the fundamental dimensionless natural frequencies of simply supported at all edges FGM plate on Pasternak foundation (L=b, k̅w=k̅G=100)
	L/h
	N=0.5
	N=1
	N=2

	
	本文解
	解析法[30]
	本文解
	解析法[30]
	本文解
	解析法[30]

	10
	0.1588
	0.1563
	0.1555
	0.1542
	0.1527
	0.1535

	20
	0.0398
	0.0395
	0.0389
	0.0388
	0.0382
	0.0386


3 参数影响分析
本节分析CNTs体积分数及其分布类型、尺度效应参数、visco-Pasternak基体参数和环境温度等因素对四边简支CNTRC板自由振动特性的影响。若无特别说明，visco-Pasternak基体的参数和CNTRC板的几何尺寸如表3所示；基体材料选用聚甲基丙烯酸甲酯（polymethylmethacrylate，PMMA），增强相为单壁碳纳米管（single-walled carbon nanotubes，SWCNTs），其温度不相关的材料参数列于表4。PMMA和SWCNTs的温度相关参数随温度变化的表达式为[31,32]

[bookmark: ZEqnNum251521]		(38)
其中，T=T0+ΔT (T0=300K)；Em和αm为PMMA的杨氏模量和热膨胀系数；式中QCNT表示SWCNTs的温度相关参数，Q0~Q3为材料常数，具体数值如表5所示[32]。
[bookmark: _Ref104798373][bookmark: _Toc82381237][bookmark: _Toc85720591][bookmark: _Toc89700078]表3 visco-Pasternak地基的参数和CNTRC板的尺寸
Tab.3 visco-Pasternak foundation parameters and CNTRC plate size
	[bookmark: _Hlk81214544]kw(N/m3)
	kG(N/m)
	ct(N·s/m2)
	L/m
	b/m
	h/m

	2.0266×108
	66687500
	141165
	1
	1
	0.1


[bookmark: _Ref104799585]
表4 PMMA和SWCNTs的温度不相关材料参数
Tab.4 Temperature-independent material parameters of PMMA and SWCNTs
	

	
(kg/m3)
	

	
(kg/m3)
	


	0.34
	1150
	0.175
	1400
	5%


分析结果的合理性与非局部参数e0a的选取密切相关。学者们通过将非局部理论计算的力学响应结果与实验、分子动力学仿真或多尺度分析方法获得的结果进行匹配[33]，以确定e0a的数值。研究表明，非局部参数e0a受载荷、结构形状和分析类型等多因素的耦合影响[34]，因此，在研究非局部参数对结构力学响应的影响时，学者们通常将无量纲参数值在0.1附近，此处沿用这一设置。

[bookmark: _Ref104800683]表5 SWCNTs的温度相关参数表达式的系数
Tab.5 Coefficients of the temperature-dependent parameter expression for SWCNTs
	QCNT
	Q0
	Q1
	Q2
	Q3

	

	6.39980
	6.77899×10-4
	1.16097×10-6
	6.96636×10-10

	

	8.02155
	6.75727×10-4
	1.15626×10-6
	6.93445×10-10

	

	1.04755
	2.46969×10-3
	4.94831×10-6
	3.18224×10-9

	

	1.12515
	2.03678×10-2
	2.56588×10-5
	1.00987×10-8

	

	5.43715
	1.81092×10-4
	5.33368×10-8
	2.29900×10-12




表6列出了四种CNTs分布类型在不同非局部参数下对应的CNTRC板前两阶无量纲固有频率。无量纲固有频率由实部和虚部构成，实部用于描述系统的衰减速率和阻尼特性，负值表明系统稳定[25,35]；虚部则代表系统衰减后的固有频率，体现了CNTRC板的动刚度特性[27]。后续研究重点放在CNTRC板自由振动的刚度特性上，即固有频率虚部。不同CNTs分布类型下，无量纲固有频率虚部的大小顺序为：FG-O < FG-V< UD < FG-X，与文献[23,36]的结论一致。这是由于板的上下表面对其动刚度影响显著，因此在上下表面填充更多CNTs的结构具有更高的动刚度，使得FG-X-CNTRC板的频率虚部最大，而FG-O-CNTRC板的最小。CNTs的尺度效应会削弱CNTRC板的刚度，表6中考虑这一效应后，无量纲固有频率虚部有所减小。此外，非局部参数对FG-X、FG-O和UD分布方式下CNTRC板的无量纲固有频率实部影响较小，但在FG-V分布方式下，实部绝对值随非局部参数的增加而增大，这归因于FG-V分布的CNTs沿z轴的不对称特性。后续的分析中，选取FG-V作为CNTs的典型分布方式，以探讨不同参数对FG-CNTRC板自由振动特性的影响。
此外，表6还显示，无量纲固有频率虚部的下降幅度随结构动刚度的增加而增大。当非局部参数从0增至0.2时，不同CNTs分布类型下CNTRC板无量纲基频虚部的下降幅度分别为：FG-O (17.52%) < FG-V(17.63%)< UD (20.71%) < FG-X(22.10%)。这一发现进一步证明了在研究宏观CNTRC结构时考虑CNTs尺度效应的重要性。
表6 不同CNTs分布类型和非局部参数下CNTRC板的无量纲基频
Tab.6 Dimensionless fundamental frequency of CNTRC plate with various nonlocal parameters and CNTs distribution patterns
	α
	CNTs分布类型

	
	UD
	FG-V
	FG-X
	FG-O

	0
	-0.4118+3.0886i
	-0.4096+2.6412i
	-0.4118+3.7234i
	-0.4118+2.3454i

	0.05
	-0.4118+3.0269i
	-0.4096+2.5954i
	-0.4118+3.6446i
	-0.4118+2.3051i

	0.10
	-0.4118+2.8664i
	-0.4097+2.4771i
	-0.4118+3.4390i
	-0.4118+2.2009i

	0.15
	-0.4118+2.6591i
	-0.4099+2.3260i
	-0.4118+3.1724i
	-0.4118+2.0676i

	0.20
	-0.4118+2.4490i
	-0.4101+2.1755i
	-0.4118+2.9005i
	-0.4118+1.9345i




图2展示了FG-V-CNTRC板无量纲基频虚部随非局部参数、地基Winkler弹性模量和剪切模量的变化规律，其中Imag(Ωα)表示无量纲基频虚部，(kw, kG)表示相对表3中数值的倍数。从图2中可以看出，随着非局部参数的增大，FG-V-CNTRC板的无量纲基频虚部逐渐减小，且减小速度不断加快。这表明非局部参数越大，FG-V-CNTRC板的动刚度越低，且动刚度下降梯度与非局部参数呈正相关。


[bookmark: _Ref125121807]图2 非局部参数、地基Winkler弹性模量、剪切模量对FG-V-CNTRC板无量纲基频虚部影响曲线
Fig.2 Influence of nonlocal parameters, Winkler elasticity modulus and shear modulus of foundation on the imaginary part of dimensionless fundamental frequency of FG-V-CNTRC plate
由图2还可以观察到，FG-V-CNTRC板的无量纲基频虚部随地基弹性参数（Winkler弹性模kw和剪切模量kG）的增加而上升，表明地基的弹性参数能够增强FG-V-CNTRC板的动刚度。同时，由于地基弹性参数和非局部参数对FG-V-CNTRC板刚度的影响存在竞争关系，提高地基弹性参数可以减弱非局部参数对板动刚度的作用。此外，在地基Winkler弹性模量kw和剪切模量kG相对于初始值以相同比例增加时，提升kw对FG-V-CNTRC板动刚度的增强效果更为显著。
图3描绘了FG-V-CNTRC板无量纲固有频率虚部随环境温度和非局部参数的变化趋势。分析表明，环境温度和非局部参数对FG-V-CNTRC板无量纲基频的影响方向一致，均会导致板的动刚度降低，且刚度下降梯度与温度呈正相关。当环境温度从280K升高至380K时，不同非局部参数下FG-V-CNTRC板无量纲基频虚部的降幅分别为：10.21%(α=0)、10.90%(α=0.05)、12.90%(α=0.10)、15.95%(α=0.15)和19.71%(α=0.20)。这一现象说明，考虑CNTs的尺度效应会显著放大环境温度对FG-V-CNTRC板动刚度的负面作用。

[bookmark: _Ref125122191]图3 环境温度和非局部参数对FG-V-CNTRC板无量纲基频虚部的影响曲线
Fig.3 Effect of environmental temperature and nonlocal parameters on the imaginary part of the dimensionless fundamental frequency of FG-V-CNTRC plate




图4展示了FG-V-CNTRC板无量纲固有频率虚部随CNTs体积分数和地基阻尼参数的变化规律，其中地基阻尼参数=141165N·s/m2。从图中可以看出，在不同地基阻尼参数下，当CNTs体积分数小于临界值时，FG-V-CNTRC板无量纲基频虚部为零，表明此时板未发生往复振荡；当CNTs体积分数超过时，无量纲基频虚部随CNTs体积分数的增加而上升，但上升速度逐渐减缓，说明FG-V-CNTRC板的动刚度随CNTs体积分数的增加而提高，但增长梯度逐渐减小。此外，临界体积分数随阻尼参数的增大而增加，这是因为地基阻尼参数会消耗FG-V-CNTRC板自由振动的能量，而CNTs体积分数的增加会提高板的自由振动的能量。因此，阻尼参数越大，能量耗散越多，对应的临界体积分数也越大。
[image: ]
[bookmark: _Ref125122305]图4 CNTs体积分数和地基阻尼参数对FG-V-CNTRC板无量纲基频虚部的影响曲线
Fig.4 Effect of CNTs volume fraction and foundation damping parameters on the imaginary part of the dimensionless fundamental frequency of FG-V-CNTRC plate
4 总结
[bookmark: _Toc97720413]通过将非局部理论与传统EMT模型相结合，提出了一种能够有效表征CNTRC力学性能的非局部EMT模型，解决了传统EMT模型无法考虑纳米材料尺度效应的局限性。依据Kirchhoff板假设，结合Hamilton原理，构建了热环境下visco-Pasternak黏弹性基体上CNTRC板的自由振动控制方程，求解了四边简支CNTRC板的自由振动特性。重点分析了非局部参数、CNTs体积分数及其分布类型、环境温度和地基参数等因素对四边简支CNTRC板自由振动固有频率虚部的影响，得出以下主要结论：
1) 不同CNTs分布类型下，板的动刚度大小顺序为：FG-O < FG-V < UD < FG-X；
2) 考虑CNTs的尺度效应会显著降低CNTRC板的动刚度，同时非局部参数会削弱地基弹性参数对CNTRC板的增强作用；
3) CNTRC板的动刚度随环境温度的升高而降低，且考虑CNTs的尺度效应后，环境温度的影响更加显著；
4) 增加CNTs体积分数可显著提升FG-CNTRC板的动刚度；而增大地基的阻尼参数会提高板开始往复振荡所需的临界体积分数。
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