[bookmark: _Hlk84005729]无人机非线性状态估计：扩展精确高斯变分推理学习方法	Comment by 王: 1.请您根据学报网站“相关下载”-“《国防科技大学学报》英文长摘要写作要求”，在附件中上传本文英文长摘要，以用于增强论文国际传播。
2.编辑部将通过银行汇款方式支付论文稿酬，请确认收款人信息：收款银行账号、账户名、开户行（精确到支行）、开户行联行号、身份证号。一般支付给第一作者后自行分配。如需支付给其他作者，请说明原因。
3.请问署名作者是否具备杰青、高被引作者、国防卓青等学术称号。
刘久富[footnoteRef:1]*，Elishahidi S.B. Mvungi，汪恒宇，解晖，刘向武，王志胜 [1: ] 

（南京航空航天大学 自动化学院，江苏 南京211106）

摘  要：针对在对时变非线性系统进行状态估计以及参数学习时估计误差大、抗干扰能力差等问题，提出一种面向非线性系统的精确稀疏高斯变分推理的批量状态估计与参数学习方法。基于高斯变分推理提出损失函数，状态估计问题转化为对真实后验近似问题，并引入需要学习的参数。对状态概率分布的参数使用高斯—牛顿式优化器的方法进行迭代更新，利用Stein引理、协方差矩阵的稀疏性及高斯容积方法得到完整的状态估计迭代方案。使用期望最大化学习测量模型的噪声参数，同时引入逆Wishart先验减少测量噪声和离群值对参数学习以及状态估计结果的影响。通过对无人机仿真模型进行模拟实验，不加入无人机运动以及测量噪声的真实值的情况下，对无人机轨迹能够进行精确的估计，且有效抑制测量噪声和测量离群值对轨迹估计精度带来的影响[footnoteRef:2]。 [2: 收稿日期：2023-04-27
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[bookmark: OLE_LINK1]Abstract: Aiming at the problems of large estimation error and poor anti-interference ability in state estimation and parameter learning of time-varying nonlinear systems, a batch state estimation and parameter learning method for accurate sparse Gaussian variational inference for nonlinear systems was proposed. A loss function was proposed based on Gaussian variational reasoning, and the state estimation problem was transformed into an approximation problem to the true posterior, and parameters that need to be learned were introduced. The parameters of the state probability distribution were iteratively updated using the Gauss-Newton optimizer method, and a complete state estimation iterative scheme was obtained by using Stein's lemma, the sparsity of the covariance matrix and the Gaussian volume method. The noise parameters of the measurement model were learned through expectation maximization, and the inverse Wishart prior was introduced to reduce the influence of measurement noise and outliers on parameter learning and state estimation results. The simulation experiment was carried out on the UAV simulation model, and the UAV trajectory can be accurately estimated without adding the UAV movement and the real value of the measurement noise, and the impact of measurement noise and measurement outliers on trajectory estimation accuracy is effectively suppressed. 
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状态估计[1-2]的目的是通过系统中传感器观测到的数据估计出无法被观测到的状态。当面对时变非线性系统时，传统的状态估计方法存在误差大、算法迭代次数过多等缺陷。本文方法拓展了精确高斯变分推理学习方法在非线性状态估计领域的理论研究，并对传统状态估计方法存在的缺陷进行改善。
时变非线性系统的状态估计[3-7]可以看做是对非线性系统的识别问题。高斯变分推理(Gaussian variational inference, GVI)是将高斯推断以及变分推理结合的状态估计方法，GVI方法从待估计状态的先验概率分布出发，利用传感器的观测值修正先验概率分布，得到更加精确的后验概率分布，然后利用损失函数对状态概率分布的均值以及协方差的变分对该分布进行迭代优化，得到接近状态真实后验的概率分布。状态估计问题中，文献[3]提出了一种基于在线的自适应滤波器(online-based adaptive filter， OBAF)，用于状态滤波和对具有估计约束、非线性变换的干扰和噪声的非线性离散动态模型的状态进行估计。在OBAF中，将噪声和干扰离散化，通过置信度检测非期望状态估计值避免离群值的干扰，适用于缺少观测或估计约束的状态估计问题。文献[4]使用无迹卡尔曼滤波器(unscented Kalman filter, UKF)对非线性系统进行状态估计，经典的UKF算法要求过程噪声和测量噪声相互独立，由于传感器精度等问题，会发生数据丢失或测量不可靠的情况，导致估计误差过大。文献[5]针对非线性动态系统的状态估计问题，提出了一种基于扩展卡尔曼滤波器(extended Kalman filter, EKF)的连续离散状态估计器，对于高度非线性动态系统或中低采样频率，EKF提供了更好的精度和收敛性。文献[6]考虑非线性状态估计受到线性和非线性矩阵不等式形式的不等式约束，重写用于导出卡尔曼滤波器的标准最大似然目标函数，通过求解具有受线性矩阵不等式约束的线性目标函数的约束优化问题来找到卡尔曼增益，所提出的约束估计方法应用于EKF和sigma点卡尔曼滤波器(Sigma Point Kalman Filter, SPKF)框架。
本文在GVI方法的基础上提出精确稀疏高斯变分推理(exactly sparse Gaussian variational inference， ESGVI)方法对非线性系统进行批量状态估计。ESGVI方法利用Stein引理[8]以及逆协方差矩阵的稀疏性，对所求期望进行边缘采样的方法，降低均值以及协方差在迭代过程中的计算量，同时提高批量状态估计的精确性，进一步近似完整的贝叶斯后验。同时在ESGVI框架中对噪声模型进行参数学习[9-14]，使用期望最大化方法从传感器数据学习估计所需的模型参数，实现更加精确的状态估计。通过在协方差中引入逆Wishart先验对时变的协方差进行学习，并且抑制测量噪声过大以及离群值对状态估计精度带来的影响。
本文提出的ESGVI状态估计与参数学习方法应用到无人机轨迹估计中[15-25]，通过学习传感器测量噪声参数减小轨迹估计误差。并且在仿真过程中测试了训练中是否添加真实值对估计结果的影响、算法在测量噪声过大时的估计精度表现以及对测量离群值影响的抑制能力。	Comment by 王: 文中未见文献[26]的引用，请确认。
1  ESGVI状态估计方法
1.1  损失函数





变分推理方法目的是将真实贝叶斯后验和后验的估计之间的KL散度最小化。是系统状态，是传感器观测数据。假设状态满足如下所示的高斯分布：
	

	(1)





使用表示后验估计对真实贝叶斯后验的近似程度：
	

	(2)





，，代表期望。
将式(2)的KL散度写成：
	

	(3)



是常数。将KL散度最小化，转化为损失函数，定义如下：
	

	(4)



引入系统中希望学习的参数，将损失函数写为如下形式：
	

	(5)



1.2  状态估计
1.2.1  迭代更新


式(5)的损失函数关于均值以及逆协方差矩阵的微分如下：
	

	(6)

	

	(7)

	

	(8)


联立式(7)~(8)得到：
	

	(9)




将式(9)中微分设为零，得到的更新：
	

	(10)



得到的变化量：
	

	(11)



假设是任意非线性二阶可微函数，引入Stein引理：
	

	(12)

	

	(13)


利用Stein引理代换式(6)，(7)以及(8)中的损失函数微分项，得到迭代更新：
	

	(14)

	

	(15)

	

	(16)



1.2.2 稀疏性与边缘采样

假设可以被分解，将其负对数似然写为：
	

	(17)











是中与第个因子关联的状态子集，是中与第个因子关联的数据子集。引入投影矩阵，其作用是从状态集中提取状态子集，映射关系为：
	

	(18)


高斯边缘化等价于投影，使得：
	

	(19)



将写成：
	

	(20)




使用子块计算每个因子的期望，将结果返回到的对应元素中。
利用分解式，并且反向利用Stein引理以达到避免求微分、简化计算以及减少可微性要求的目的，最后使用高斯容积方法近似积分，得到迭代更新：
	

	(21)

	

	(22)

	

	(23)



1.3 算法
ESGVI状态估计算法如算法1所示。
算法1 ESGVI非线性状态估计算法
Alg.1 ESGVI nonlinear state estimation algorithm
	


输入：系统运动状态，传感器数据，系统真实状态


输出：系统估计状态，损失函数每次迭代值

	1)	程序初始化，开始读入数据,确定最大迭代次数M





2)	构造联合似然函数，根据数据、分别计算和的初始值
3)	根据式(4)计算损失函数初始值

4)	for()do

5)	     for()do

6)	          根据式(21)计算

7)	          根据式(22)、(23)计算
8)	      end for

9)	      更新状态
10)	end for


11)	输出估计状态与估计误差

	



2  ESGVI参数学习方法
2.1 期望最大化分解
将数据的负对数似然进行期望最大化分解：
	

	(24)



式中，为证据下界(evidence lower bound, ELBO)。
EM方法在两个步骤中进行迭代，即期望步骤(E步骤)以及最大化步骤(M步骤)。

2.1.1  E步骤


当式(5)中的参数为协方差矩阵时，负对数似然变为如下形式：
	

	(25)



利用Jensen不等式，并且去掉在E步骤中为常数的项，得到：
	

	(26)


利用式(26)中的关系，定义E步骤中的损失函数：
	

	(27)



2.2.2  M步骤
当协方差矩阵恒定时，定义M步骤的损失函数：
	

	(28)



将负对数似然分解为：
	

	(29)






式中，因子被未知参数所影响，是一个恒定的协方差矩阵，对式(28)求微分得到式(30),并将微分设为零，计算出最优的最小结果(31)：
	

	(30)

	

	(31)



2.2 白噪声加速度先验参数学习

本节将通过间接估计因子协方差的方法以实现参数学习。以状态的白噪声加速度(white-noise-on-acceleration, WNOA)动力先验为例，希望估计的参数为功率谱密度矩阵。定义如下：
	

	(32)









其中，，是用于表示无人机姿态的特殊欧几里得群，，是物体中心的速度，，是一个零均值白噪声高斯过程，算子将中的元素转换到李代数向量空间𝔰𝔢(3)。时刻的状态。
WNOA中的先验因子为：
	

	(33)


其中，
	

	(34)



先验的协方差为：
	

	(35)







式中，是克罗内克内积。计算式(5)中损失函数关于的微分，是矩阵中位于位置的元素，可以得到：
	

	(36)





是两个连续时刻和的边缘后验。将微分设为零，得到参数的最优估计值：
	

	(37)



2.3 协方差的逆Wishart先验
本节通过将先验合并进一步扩展协方差估计。将联合似然函数重新表达为：
	

	(38)





式中将协方差矩阵视为一个随机变量。将后验估计重新表示为高斯分布和协方差后验分布的乘积：
	

	(39)


式中协方差的后验为：
	

	(40)





是狄拉克函数，是最优协方差的设置值。
将式(17)的ELBO项进行简化：
	

	(41)



式中最后一项为狄拉克函数的微分熵，因为它与变分参数无关，故将其从损失函数中去掉。

假设因子为：
	

	(42)


在分解后的协方差因子上应用IW先验：
	

	(43)









其中是的维数，为比例矩阵且正定，为自由度，为多元伽马函数。本文选择对比例矩阵参数进行估计，并将自由度视为元参数。
将因子设定为：
	

	(44)


舍去常数项，将式(28)的损失函数写成：
	

	(45)




式中，满足。


在E步骤中，保持不变以优化。对式(45)的损失函数求微分，得到：
	

	(46)



将微分设为零得到的最优值：
	

	(47)



式(47)是IW分布的模以及式(38)在单边际因子下的最优静态协方差估计的加权平均。


在M步骤中，保持不变以优化。对式(46)的损失函数求微分，得到：
	

	(48)



将微分设为零得到的最优值：
	

	(49)




加入约束常数以确保协方差的估计值不会趋向于正定边界，在训练过程中利用运动先验的噪声模型确定的具体值。更新方式如下所示：
	

	(50)



根据E步骤的式(47)以及M步骤的式(49)即可得到协方差的最优估计值。
2.4  算法	Comment by 王: 标题2.4和标题1.3一样，建议修改两个标题以示区分。
ESGVI参数学习算法如算法2所示。
算法2 非线性系统参数学习算法
Alg.2 Nonlinear system parameter learning algorithms
	




输入：系统运动状态，传感器数据，联合分布，条件分布，状态的估计分布

输出：参数的最优估计值

	

1)	程序初始化，随机初始化参数的初值，开始读入数据,确定最大迭代次数M

2)	for()do

3)	     根据式(54)计算

4)	     根据式(56)计算

5)	     根据式(57)计算约束后的

6)	     

7)	     根据式(50)计算

8)	     根据式(49)计算

9)	     根据式(47)计算

10)	     根据式(52)计算

11)	      输出
12)	end for

13)	输出参数的最优估计值



3  实例分析与验证
本文使用无人机运动模型对ESGVI参数估计方法的表现进行评估，在对无人机进行批量轨迹估计的同时对噪声模型进行参数学习。仿真实验将在Ubuntu系统中使用Eigen、Sophus以及Pangolin等软件的帮助下进行。
系统的运动方程以及观测方程如下：
	

	(51)







函数为非线性运动模型，为输入，为过程噪声；函数为非线性观测模型，为测量噪声。


其中，的非线性部分以及观测模型非线性函数如下所示： 
	[bookmark: _Hlk144819187]	Comment by 王: 建议补充公式编号，并相应修改后续公式序号。
	

	



	
	

	



3.1  无人机轨迹估计与噪声模型参数学习
本节将在训练中不添加无人机运动状态真实值的情况下对无人机进行轨迹估计，同时对无人机运动模型的过程噪声以及传感器模型的测量噪声的协方差进行学习以实现更加精确的轨迹估计。无人机设置为定高飞行模式，由无人机在飞行过程中构建地标地图，并且同时估计无人机自身位置以及速度。整个数据集包含10000个时间步长，将其分为1000个时间步长的10个子序列。问题的因子图如图1所示：
[image: ]
图1 无人机轨迹估计与参数学习因子图
Fig.1 Factor diagram of UAV trajectory estimation and parameter learning













图中白色方框表示需要估计的变量，包括无人机状态、测量噪声协方差与地标位置，黑点表示数据以及状态联合似然的因子，二元运动先验因子由参数决定，一元真实姿态因子由参数决定，因子和用于IW先验测量姿态协方差，取决于参数。本文方法可以在不需要虚线框中的真实值因子的情况下学习参数和。仿真实验中将分别在加入以及不加入真实值的情况下进行轨迹估计，并将两种方法的结果进行对比。

需要估计的状态为：
	

	(52)









是无人机状态，其中分别为无人机的轴位置、轴位置、偏航角以及对应的速度与角速度。是地标位置。对于每一个子序列，，。
对于线性先验因子有：
	

	(53)


式中，
	

	(54)





是离散时间采样周期，是功率谱密度，是方差。
非线性里程因子为：
	

	(55)


式中，
	

	(56)









是速度，包含轴上的分量、轴上的分量以及角速度；是各分量对应的测量噪声方差。
非线性方位测量因子为：
	

	(57)


式中，
	

	(58)






是第个无人机位姿与第个地标位置之间的方位测量值，是测量噪声方差。
结合式(53)、(55)、(57)得到数据和状态的联合似然函数：
	

	(59)


参数学习对应的损失函数为：
	

	(60)






式中：是WNOA先验因子，定义由式(33)给出；是真实值因子，定义由式(29)给出；和是测量协方差的IW先验因子，定义由式(29)、(43)以及(44)给出。


式(34)为所需的WNOA误差函数，所需的姿态测量误差函数为：
	

	(61)







令参数，，对参数、以及进行学习。

3.2  轨迹生成
实验采用SICK TIM571红外雷达，扫描频率15Hz，测量精度为0.05-10m:±60mm，角度分辨率为0.33°。
将无人机真实轨迹、加入真实值训练轨迹估计结果以及不加入真实值轨迹估计结果叠加以进行比较，结果如图2所示。
[image: ]
图2 无人机轨迹生成
Fig.2 UAV Trajectory Generation
图2中黑色实线为无人机真实轨迹，蓝色虚线为在有真实值训练情况下的估计轨迹，红色点线为在无真实值训练情况下的估计，蓝色加号为在有真实值训练情况下的地标估计位置，红色叉号为在无真实值训练情况下的地标估计位置。由图2可知，无论在训练中是否加入真实值，估计的轨迹与真实轨迹之间的拟合度很好，验证了算法在缺少真实值情况下也能得出精确的估计值。
3.3  误差分析
无人机轨迹估计仿真中每个子序列的平移误差绝对值平均值如表1所示。
表1 无人机轨迹估计平移误差绝对值平均值
Table.1 The mean value of the absolute value of the translation error of UAV trajectory estimation
	序列编号
	无真实值估计轨迹平移误差/m
	有真实值估计轨迹平移误差/m
	GVI方法估计轨迹平移误差/m

	1
	0.2306
	0.2335
	0.3534

	2
	0.1223
	0.1196
	0.2166

	3
	0.1893
	0.1815
	0.2993

	4
	0.0895
	0.0963
	0.1452

	5
	0.2059
	0.2264
	0.3198

	6
	0.1146
	0.1155
	0.2116

	7
	0.1324
	0.1365
	0.2266

	8
	0.0979
	0.0997
	0.1336

	9
	0.1996
	0.2115
	0.3725

	10
	0.1556
	0.1650
	0.3355

	平均值	Comment by 王: 此行不符合三线表格式，建议删除此行，将平均值结果在正文中用文字表述。
	0.1538
	0.1586
	0.2614


由表1可知，本文所用的ESGVI状态估计与参数学习方法能在不加入真实值的情况下达到和加入真实值的情况下相同的算法性能。


无人机轨迹估计仿真中不加入真实值训练估计的轨迹在轴和轴方向上的误差以及偏航角误差如图3所示。
[image: ]

(a)轴误差
(a) x-axis error
[image: ]

(b)轴误差
(b) y-axis error
[image: ]
(c)偏航角误差
(c) Yaw angle x-axis error
图3 无人机轨迹误差分析
Fig.3 UAV Trajectory Error Analysis




图3中不加入真实值训练估计的轨迹在轴上的误差均保持在内，轴上的误差均保持在内，并且波动小；偏航角误差波动稍大，但也保持在内。图3中同时给出采用GVI方法进行估计实验，可以看出偏航角的误差与改进的ESCVI相差不大，但在轴上和轴上，最大误差均超过了。结果表明，本文方法能在不加入真实值的情况下对系统参数进行有效的估计，并对无人机轨迹进行精确估计，且对平动状态上估计的效果比GVI算法效果要好。
3.4  测量噪声对参数学习的影响
为验证本文方法可以使用测量噪声进行训练，本节在训练过程中将测量噪声统计数据设为未知，并且在测量值中添加额外的噪声误差。在位姿测量部分注入噪声：
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调整的值为，步长为，在测试量和训练量中注入相同的噪声。估计平移误差的统计结果如表2所示。
表2 增加测量噪声时的轨迹估计平移误差
Table.2 Trajectory estimation translation error when adding measurement noise
	测量误差/m
	估计平移误差/m

	0.1133
	0.1653

	0.3069
	0.2745

	0.5341
	0.3016

	0.9716
	0.3651

	1.3842
	0.4126

	1.6530
	0.4679




表2中可见，当增加时，测量误差显著增加，但轨迹估计的平移误差仍然保持在之内。结果表明，本文方法能够在没有真实值以及噪声过大的情况下对系统参数进行学习，以达到对无人机轨迹的精确估计。
3.5 测量离群值对轨迹估计的影响

本节将在训练集和测试集中以的概率人为引入离群值，以测试IW先验能否有效抑制离群值对轨迹估计精度的影响。将以下的扰动应用到实际的姿态测量：
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式中，为均匀分布，单位为m。将测量协方差作为静态参数学习，将每次测量协方差作为随机变量以对IW先验参数进行学习。
静态测量协方差对应的损失函数为：
	

	(64)


IW先验的测量协方差对应的损失函数为：
	

	(65)


无人机轨迹估计仿真中，在训练集和测试集中加入离群值后，是否引入IW先验的轨迹估计平移误差如表3所示。
表3 加入离群值后的轨迹估计平移误差
Table.3 Trajectory estimation translation error after adding outliers
	序列编号
	不引入IW先验的平移误差(m)
	引入IW先验的平移误差(m)

	1
	6.2593
	0.1336

	2
	7.1566
	0.1789

	3
	5.5535
	0.0962

	4
	5.9949
	0.1466

	5
	6.5613
	0.1864

	6
	6.3380
	0.1536

	7
	6.8543
	0.1992

	8
	5.9576
	0.0861

	9
	6.8122
	0.2016

	10
	5.3641
	0.1139

	平均值	Comment by 王: 建议删除此行，将平均值结果在正文中用文字表述。
	6.2852
	0.1496




表3中不加入IW先验的估计轨迹平移误差平均值达到，而加入IW先验的估计轨迹平移误差仅为。可见在训练中引入IW先验能有效抑制离群值对参数学习以及轨迹估计结果产生的影响，提升参数学习以及轨迹估计的精确性。
[bookmark: OLE_LINK7][bookmark: OLE_LINK38]4  结论
本文针对非线性系统中系统状态以及系统参数难以精确估计及学习的特性，结合高斯变分推理不需要对系统进行精确建模的特点，提出了精确稀疏高斯变分推理的非线性系统状态估计与参数学习方法，方法利用传感器数据对状态的概率分布进行迭代修正，使其更加近似于状态的真实分布，并且通过期望最大化方法对传感器参数进行学习，使状态估计更加精确。本文将算法应用于无人机模型的轨迹估计，结果表明，本文方法的估计轨迹准确性较好，并且在参数学习的训练中不加入无人机状态真实值也能实现轨迹精确估计；在人为增加测量噪声的情况下，本文算法也能在参数学习时有效缩小测量噪声带来的影响；在训练以及测试中人为加入测量离群值的情况下，本文算法通过引入IW先验，有效抑制了离群值对轨迹估计精度的影响。综上所述，本文提出的ESGVI参数学习与状态估计算法在精确性以及鲁棒性两个方面都有较好的性能表现。
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